LIMITI DI FUNZIONI

1. CONCETTODI LIMITE

Esula ddlo scopo di questo libro la trattazione della teoria sui limiti. Tuttavia, pensando di fare cosa
graditaallo studente, che deve possedere questa nozione come background, riteniamo piu utile presentare,
come richiamo, le interpretazioni grafiche di tale concetto.

Sa data, a ta proposito, una funzione rede y = f(x) odfinita su un inseme Ei R e sa x,,
gppartenente o no dl’indeme, un punto di accumulazionedi E.
In generale quando s pensad concetto di limite g fariferimento dla scrittura

lim f(x) =/

X® Xq
In redta pud avers unacasstica pitl ampliapotendo Sax che f (x) tendere ad un eemento dell’inseme i
X, ovwero £, - ¥, +¥ ¥y dovecon ¥ S indicatuttalarettarede (- ¥, + ¥).
Cosi s potrebbero presentare ben sedici casi con scritture quali:

Jm 109 = ¢ lim 100 = ¢ Am £09 = +¥ fim 109 =¥
che s possono racchiudere nella seguente espressione
[
lim f(x) = {+¥
‘|. X0 .
x® |+ ¥ } ¥
iy

A volte, pero, il limite non esste ed dlora occorre studiare il comportamento in un sottoindeme di un
intorno completo di x, avendos cas comei seguenti:
Xltérlg f (X) Xl(érg f (X) ><|('!)nx3, f (X)

su E
essendo E un sottoindemedi R ed x, un suo punto di accumulazione; la Stuazione tende a complicars
maggiormente in termini di casdtica
Siano x, ed ¢ due numeri redli finiti. Elenchiamo qui di seguitoi vari casi possibili:

1) limite finito quando x tende ad un numero finito

lim f (x)

X® Xq

I
[

Ya
I

v




Esempio
lim C+2) =3

Ya
1=3
P(1,3) il limite e rappresentato proprio dal punto P
Of Xo=1 f

2) limite finito quando x tende ad infinito comprendente i seguenti quattro casi

a) b)

[
1

'T'\

XV

o

Xv

y )

o 100 = ¢ fm 1 = ¢

Notas che scrivere formamente /* ed ¢ fornisce un’informazione aggiuntiva sulla tendenza ddl’dto e
dd basso dellanostrafunzione f (x) versolaretta y= /.

0) d)
yA A
1/ y
\ |+ I
|
O X ® Xy
dm, 100 = ¢ Jim, 109 = ¢
Esempi b) + ¢)
Lafunzione
1
X

e definita su tutta la retta reale tranne che nel punto x = O (cfr. capitolo precedente).
Segue dlora che:



i 1 =0 e [im 1 =0
X® + ¥ X X® - ¥ X
yA
»y=0
O X
a) +d)
) 16 ) ) N
lim g-’—gzo e lim g_g_
X® + ¥ X9 X® - ¥ X9
yA
y=0
O X

3) limite infinito quando x tende ad un numero finito comprendente i seguenti due casi
a) limite destro e sinistro coincidenti

XIG!)rXT}f(X)=+¥ 0 xlnérx?f(x):_}é
yA jk yA
0 X 0 X




Esempio

. 1 . 1o
— = + ¥ - —X = -

x(»ljrp v ° xlﬂgarpg N ]
Xu yA

»y=0 % =0
0 )zy_ 0 y
X—XO X=X0
b) limite destro e sinigtro differenti
b) Iimf(x) = +¥ e limf(Xx) = - ¥
® X X® x;
yA \
0 X
X = Xo
Esempio
Iim1:+¥ e I|m1:-¥
x®0° X x®0 X
ylk
0 X
X = Xo



bZ)JcérEf(x):+¥ e qu!)rgf(x)zé
VK \
y=1I
0 X
Esempio
1
lima*x = + ¥ e limax =0 a>1 x10
x® 0 o
yA
y:l:]_
o X
X =Xo
N.B
1
lim ax = 1
x® + ¥

4) limite infinito quando x tende ad infinito comprendente i seguenti quattro cas

a) lim f(x) = + ¥

lim f(x) = +¥

e
Ya

(_ ¥1+¥) (+¥!+¥)
0o X




Esempio

lim x* = + ¥ e lim x> = + ¥
X® + ¥ X® - ¥
opiuingenerale
lim x* = + ¥ e lim x* = + ¥
X® + ¥ X® - ¥
Ya
S >
b)XC!Dlr+n¥f(x)= - ¥ e X(!D|(n¥1‘(x)= - ¥
A
{ ’ ;
(- ¥1- ¥) (+ y T ¥)
Esempio
i 2) = ; 2\ _
Xgm¥(-X)—-¥ € X!@”:n¥(-X)—-¥
o piuingenerale
i 2n = H 2n —
dm, () = - ¥ ; dim, () = - ¥
Ya
0 X




C) XC!{)ir+n¥f(x) = + ¥

Esempio

lim x> = + ¥
X® + ¥

o piuingenerale

lim x*™ = +¥
X® + ¥

d) lim f(x) = - ¥

XC!{)l(n¥f(x) = - ¥

v

@) X
lim x* = - ¥
X® - ¥
Iim 2n+1 - ¥
X® - ¥
yA
O x'
e Jim f(x) = +¥
yA

v




Esempio

. 3 _ H 3 —
dm, () = - ¥ e dm, () =+ ¥
yA

o X
Esempio
Sa
f(x) = sin 2
X

S dimogtrache lim g%in Eg non esste o meglio ocillatra - 1 e+1. S condderi dloral’ ingeme
X

X® 0
N A 1 R .
E:llxl x=—oconnl Ny
| np [\;
Risulta pertanto:
. e 1o _ . . _
lim gsin— = lim (sinnp) = 0
uE ni N

In ogni intorno di zero la curva compie infinite oscillazioni che vanno via via infittendos a mano a mano che

¢ 9 avvicinaazero.



2. TEOREMI SUI LIMITI

In questo paragrafo ci proponiamo di enunciare i piu importanti teoremi che regolano le operazioni sui limiti
di funzione.

Teorema dell’ unicita del limite: il limite di unafunzione, se esigte, € unico.

Teorema della permanenza del segno: se, d tendere di x ad x,, lafunzione y = f (x) tende d limite
¢ 1 0,essgeunintorno di x, in cui, excluso tutt'd piu Xx,, la funzione assume lo stesso segno del suo
limite

3. OPERAZIONI SUI LIMITI
Limite della somma (o differenza) di due (o piu) funzioni.

Primo caso
Daeduefunzioni y = f(x) ed y = g(x) definite rioettivamente sugli indemi F e G ed indicato con X,
un punto di accumulazione, ppartenente o no dl’indeme F C G, risulta:
lim [f()xa9(¥)] = lim £ £ lim g(x) = £,£4,
posto
Imf() = £ e lim g = £,

Quindi il limite ddlasommadi due o piti funzioni € ugude dla sommadei limiti delle sngole funzioni.

Esempio

Sawo

f(x) = x*-4x°+x+6 e g(x) = x*-3x*°+2
S ha

limf () =0 e lim gt = 6

da cui

lgrg[f(x)ig(x)] = limf()tlimg(x) = 06 = £6

Secondo caso
Ci 9 pone adesso il problema se il teoremadi cui sopra continui a valere anche quando la x tenda a vaori
infiniti. Larigpoda atade questo e affermativa.

Esempio

Sano

f(x) = x*-4x°+x+6 e g(x) = x*-3x°+2
S ha

L'JQ f(x) =¥ e lim g(x) =

da cui

lim [f)g(x)] = lim f () £1im g(x) = ¥ ¥

Terzo caso
Ci s pone orane caso generdein cui il vaore de limite puo essere anche infinito e 5 affermache laregola,
indipendentemente da dove tende x, vale secondo i risulteti riportati nella seguente



TABELLA DELLA SOMMA

+ gl +¥ '¥ ’61’€'>0
l (+ 0 +¥ - ¥

+¥ +¥ + ¥ ?

- ¥ - ¥ ? - ¥

? indica che il teorema generde ddla somma in questi cad (uno + ¥ el'dtro - ¥ ) non porta a
conclusone. S suole esprimere tae circostanza dicendo che 9 € in un caso indeterminato o di
indecisione.

Esempio

Sano

f(x) = 3x"+5x%+1 e g(x) = 2x3- 4x*+3
Risulta

xCle¥ f(x) = +¥ e xCle¥ g(x) = - ¥

dacui

lim [f+g()] = +¥- ¥

che, come e evidente ddla tabdla, € un caso di indecisone.

Limite del prodotto di due (o piu) funzioni.
Date due (o pit)) funzioni y = f(x) ed y = g(x) définite rigpettivamente sugli indgemi F e G ed indicato
con X, un punto di accumulazione, gppartenente o no dl'inseme F C G, risulta
lim [0)g()] = Jim f09 lim g(x) = £/,
posto
limf(x) = £, e lim g(x) = £,

cioeil limite ddl prodatto di due (o pit) funzioni € ugude d prodotto de limiti delle sngole funzioni.

Esempio

Sano

f(x) = x*- 4x*+x+5 e g(x) = x*-3x*+2
Risulta

Iimf(xx) = -1 e Ix|®n; g(x) =6

(;acui
lxgg[f(X)g(X)] = limf(x)limg(x) = (-1)x6 = -6

10



Quanto sopra detto S puo riassumere nella seguente

TABELLA DEL PRODOTTO

0 + [ A + ¥ - ¥

0 0 0 0 ? ?
+/ 0 7 - + ¥ - ¥ f,f|>0

-0 0 - o - ¥ + ¥

+ ¥ ? + ¥ - ¥ + ¥ - ¥

- ¥ ? - ¥ + ¥ - ¥ + ¥

? indica che il teorema generdle del prodotto in questi cas (uno O e I'dtro + ¥ 0 - ¥) non porta a
conclusone. S suole esprimere tde circostanza dicendo che § € in un caso di indecisione o di
indeterminazione.

Esempio
Sano
3
f(x) = x*- x e g(x) = ZX—:?’
3X
Risulta

limf(x) =0 e limg(x) = + ¥

gegueche: x
lim [ ()g(x)] = 0 x( + ¥)

che, come é facile verificare confrontando la tabdlla, € unaforma di indecisone.

Limite del quoziente di due funzioni
Dateduefunzioni y = f(x) ed y = g(x),con g(x) * O, definite rigoettivamente sugli indemi F e G ed
indicato con X, un punto di accumulazione, gopartenente o no dl’'insemeF C G, risulta

lim f(x)
lim f(X) — X® Xq — gl

“% g fime() L,

posto
XI(!)rI]O f(x) =/, e XI(F!)rpo gx) = 4,1 0

cioeil limite dd quoziente di due funzioni e uguae d rapporto trai limiti delle singole funzioni condderate.
Esempio

Sano

f(x) = x*- 4x°+x+5 e g(x) = x*-3x°+2

Risulta
im e = -1 ; imac) = 6

Segue che:

11



éf (X)U _

lim
®2 &g(x) {

olr

Quanto sopra enunciato S puo riassumere nella seguente

TABELLA DEL QUOZIENTE

, 0 + /[ -0 + ¥ - ¥
0 ? 0 0 0 0
+/ + ¥ ﬁ L 0 0
’ 4
1 1
- - ¥ - = -
! A A
+ ¥ + ¥ + ¥ - ¥
- ¥ - ¥ - ¥ + ¥

? indica che il teorema generde ddl quoziente in questi cas (entrambi O oppure entrambi ¥) non porta a
conclusone. S suole esprimere tae circostanza dicendo che 9§ € in un caso di indecisione o di
indeterminazone.

Esempi

1) Sano

f(x) = Xx+x-2 e g(x)
Risultar

Ixi®rr11 f(x) =0 e IX|®rr11 g(x)
Segue che:

61 (9 _ 0

X3- x?- x+1

I
o

<1 800l T o

che, come é facile verificare confrontando latabela, € unaformadi indecisione.
2) Sano

f(x) = x*+x e g(x) = x*-3x*+1

Risulta

lim f(x) = + ¥ e lim g(x) = + ¥

X® +¥ x® +¥
Segue che:

im ST0U _ +¥

o Ggooll - ¥

che, come e facile verificare confrontando la tabdla, € unaformadi indecisone.

Limite della potenza di una funzione
Se, d tendere di x ad x,, lafunzione y = f (x) tende ad un numero finito ¢ * 0, indicando con n un

intero qualdag, risulta
XIQ!)rI]O [fX]" = ¢



cioeil limite di una potenza e uguae ala potenza dd limite.



Esempio

Sano

f () =(3x2-5x) e n=3

Risulta

. _ . 3 _ 3 _
limf(x) =2 e IX|®rr21[f(x)] =2 =38

Quanto detto S puo riassumere nella seguente

TABELLA DELL'ELEVAMENTO A POTENZA

lim f(x) lim g(x) lim [f 00)]*%
x®.;‘_r0¥ x®';¢xo¥ x®ii§é

[y [y Iy

l A 0

0 0 ?

l +¥ +¥
+¥ A +¥

14 - ¥ 0
Ly ). ‘%+¥ seé"é.pari |

7- ¥ se/l' édispari

T ¥ 0 ?

1 T ¥ ?
+ ¥ + ¥ + ¥

? indica che il teorema generae ddla potenzain questi cas (uno 1 el’dtro £ ¥ oppure entrambi O oppure
uno + ¥ el'dtro 0) non porta a conclusone. S suole esprimere tae circostanza dicendo che 9 € in un

caso di indecisione o di indeterminazione.

Esempi
1) Sano
1..
f(x) = gl+=2 e g(x) = X2
X9
Risulta
X(!@lr+n¥1‘(x) =1 e x(I®|r+n¥ g(x) = +¥
dacui 9 ha
. g(x) _ q+¥
Jim, [Fo0]"™ =
che e unaformaindeterminata.
2) Sano
f(x) = (3x3+2x2+x) e g(x) = X
Risulta

14



I
o

Iimf(x) =0 e lim g(x)

X® 0 X® 0

dacui segue

: g(x) _

lim [t O] = @

che éun’'dtraformadi indecisone.

3) Sano
f() = (3% +2) e g(x) =

Risulta
x(!§|r+n¥ f(x) = +¥ e I|m¥ gx) =0
dacui 9 ottiene
; g(x)  _ 0
lim [f O™ = (+¥)

che € ancora un caso di indecisione.

Limite della radice n-esma di una funzione
Se, d tenderedi x ad x,, lafunzione y = f (x) tende ad un numero ¢ (finito o infinito), indicando con n

un intero positivo, risultar

lim 3/f () = 20

X® %o
con lasolaipotes redtrittivache x,, punto di accumulazione ddll’ingeme di definizione dellay, deve essere
anche un punto di accumulazione dell’insieme di definizione della %/ f (x) . Quindi il limite della radice n-

esmadi unadaafunzione e ugude dlaradice n-esmadd limite ddlafunzione stessa
Osservazione: latabdladdlaradice s pud ricavare da quella ddll’ e evamento a potenza ricordando che

Jlr ool = [Fol

con m, n interi postivi.

Esempi

1) Sa

f(x) = 3x%- 2x e n=3
Allora

ime/f() = lim¥3x°-2x = 38 = 2

2) Sa

f(x) = 3x°- 2x e n=3
Allora

lim i (x) = lim Y3xP-2x = + ¥

3) Sa

f(x) = 3x*-2x e n=3
Allora

lim n/f(x) = lim V3x®-2x = - ¥



Limite di funzioni trascendenti composte
A) Se d tenderedi x ad x,, lafunzione y = f (x) tende ad un numero ¢ (finito o infinito), indicando
con a un intero pogitivo diverso da 1, risulta:

lima'™ = a'
X® Xy

Esempio

Sa

a=2 e f(x) = 3x*-5x

Quindi

lima'® = jim 2575 2 ) _ 2y

X® 2 X® 2

B) Se, d tenderedi x ad x,, lafunzione y = f (x) tende ad un numero ¢ > 0, indicando con a un intero

pogitivo diverso da 1, risultar
XI(!)m log, f (x) = log, ¢
X0

Esempio

Sa

f(x) = 3x°- X e a=10

Allora

i = i 2. = i 2. = =
le®rr21 log, f(x) = ngrzl log,, (3x x) log,, le®rr21 (Sx x)] log, 10 = 1

Andizziamo adesso pitl da vicino quelle che abbiamo gia definito come
FORME INDETERMINATE O DI INDECISIONE

1) +¥ - ¥ e - ¥+ ¥

In questo caso € aufficiente cacolareil limite del solo termine di grado massmo.

Esempi
— 3 H — H 3y —

a) f(x) = - 3x3+5x+4 b lim f(x) = lim (-3%) = +¥
— 3 : — H 3y —

b) f(x) = 3x*- 5x+4 b lim £ = lim (3x) = - ¥
— 2 H — H 2y —

Q) f(x) = 3x2- 5x+2 b lim £ = lim (3%¢) = + ¥
— 5 H — H 5\ _—

d) f(x) = 2x°- x- 7 b lim £0) = lim (2x7) = + ¥

2) 0" ¥

Inta caso 9 diminal’indeterminazione mediante una semplice operazione di scompogzione in fattori.

Esempio

F(x) = x*- 4x+3 e gx) = X3 b

X -

16



®eX+30 _

P lim[f ()90 = lim (x*- 4x+3)|xi®n11 Co 2= ¥
Scomponendo S ottiene:

X+ 3
f(x) = (x-1)(x-3 e g(x) = <D =

. . é +3 U0 g + 30
p leérll[f(x)g(x)] = lim gx-l) (x- 3 X 3: lim gx-3) XToU_ g

¥® 1 x H
)

In questo caso S procede utilizzando il solito metodo della scomposizione in fattori oppure, se cio non
possbile, laregola di De L’Hopital (cfr. capitolo sulle derivate).

Esempio
f(x) = x*+3x e g(x) = x*-x =
o T _ m{ees) o

X B i 3_ 0

®0 g(X) |X|®rr01 (x x) 0
Scomponendo S ha
f(x) = x(x+3 e g(x) = x(xz- 1) b
b lim L0 oy X9 x#3

x® 0 g(x) x® 0 X(X - 1) ®0 yx -1

v

4 l
) ¥

Per tale forma di indecisone occorre distinguere i seguenti tre casi:

a) il numeratore ed il denominatore hanno lo stesso grado; il limite efinito ed € uguae d rapporto
trai coefficienti del termini di grado massmo

b) il grado dd numeratore € maggiore di qudlo dd denominaore; il limite éinfinito (+ ¥ a
secondadel cas)

0) il grado del numeratore € minore di quello dd denominatore; il limite e finito e vale sempre zero,
indipendentemente da caso in cui i S trova

Esempi
a) f(x) = 4x°+3x°- 4 e g(x) = 2x*+5 P
3 2 _
b lim w = |lim 4X+3X4 = ﬂ- = 2
X® +¥ g(x) X® + ¥ 2x°+5 2

17



b) f(x) = x*+3x+5 e g(x) = 2x°+7 =}

3
b fim ~X) o gy XE3XES Ly
X® + ¥ g(x) x@+¥  2x2+7
c) f(x) = 3x+2 e g(x) = x*-5x+7 P
b im X o gy 3X*2 g

X® + ¥ g(x) X® + ¥ X - Bx+7

5)

Tae forma indeterminata ricorre nel calcolo dei limiti dii funzioni ddl tipo [f (x)]*”. Per diminare
I"indeterminazione, quindi, S utilizza |’identita logaritmica a = €%? chedi consente di scrivere:
[f (X)]Q(X) — eg(x) log f (x)

Esempio
f(x) = x e g(x) = x )
« ) « Iim+ (x logx)
P lim [f(x)]g() = lim X = lim &% = goo
x® 0* x® 0% x® 0*
Risulta
ge 0
. : I . .
lim (x logx) = lim (;%— = 0 (cfr. capitolo sulle derivate)
x® 0" x® 0*
e X ﬂ
Dunque:
lim [f (0]"” =€ =1
x® 0*

6)
Anche questa forma di indecisione s preserta nel calcolo dei limiti i funzioni del tipo [f (x)]°*. Si
procede, pertanto, come a punto 5).

Esempio
2
X" +3
) XX +2x+1 9(x)
%X+3 O Xlgx+39 gT¥9(I§X+30u
P |Im [f(X)]g() = 8— — i e x2+2 x+1g - e g x2+2 x+18y
X®+¥ X +2x+1g X® + ¥
Risulta
€, X +3 0l
€ 2 ~Uu
e @ x*+3 o A X+ 2x+1gy; _ _
lim & lo gg—x > = lim & ¢ 20 = o (cfr. capitolo sulle derivate)
@H¥ 8 X2 +2x+1gu x@+¥ € 1 u
€ X u
e ¢
Dunque:
ax) _ 0 _—
Jim, [TOP™ = ¢ =1



7)

Come le precedenti anche tde forma di indeterminazione ricorre nd cacolo dei limiti di funzioni dd tipo
[f (x)]g(x) . Pertanto s procede come a punti 5) e 6).

Esempio
f(x) = x*+5x+3 e g(x) = E p
X
1 L log(x2 +5x+3 lim € log(x? +5x+3)%
p lim [f(X)]g(x) = |im (X2+5x+3)x = i ex g( ) - ex®+¥ 8x Og( )H
® +¥ x® + ¥ X® + ¥
Risulta
4 ) élog(x? +5x + 3)U
im & Iog(x2+5x+3)‘,J = lim é g( )(J -0
® +¥ BX H x®+¥ A X .
e s
Dunque:
; ax) _ 0 _
lim [fO)]*” =€ =1

Osservazione: per lefunzioni trascendenti del tipo a* (a> 1), X" (n>0), log, x (a> 1) vae la seguente
gerarchia tragdi infiniti:

esponenzale-elevamento a potenza-logaritmica
cioe una funzione esponenzide tende dl’infinito piu velocemente ripetto ad una potenza che, a sua volta,
tende dl’infinito piu velocemente rispetto ad una funzione logaritmica.

Esempi

a) lim = @ lim 2 = + ¥
® +¥ y X® + ¥

b lim 29% @ jim L =0
X® + ¥ X X®+¥  y
. logx . 1

C) xgrp¥ 4" @xl®l+¥ ? =0

Riportiamo oraqui di seguito acuni

LIMITI NOTEVOL|
D lim 2% -

X® 0 X

2) lim 83+}g = e dovecon ed indicail numerodi Neper, compresotra2e3
X

X® * ¥
. at-1
3) IX|®rr01 vl loga
4y lim 90X _ 1
x® 0 X 2

19



ESERCIZI PROPOSTI

Calcolarei seguenti limiti immediati (1-38) dopo aver analizzato gli esempi a)-i):
a) lim (x2- 3x+5) = limx*- lim 3x+lim 5 = 1°- 34+5 = 3
X®1 X® 1 X®1 X® 1

b) lim (3x* - 5x) (x+1) = lim

2 lim(4- x*

o lim 2= X =x<f?3( _ .5

x®3 34X lim (3+x) 6
X® 3

X +3¢ +3x+1  1+3+3+1

d) lim — 5 = = +¥
X®L X" +2X° - X- 2 1+2-1-2
. 2 4 _ _ 4

o lim(2¢-3 = (-3° = 81

f lim (- 2x+3 = lim (x¥) = + ¥

x® + ¥ X® * ¥
9 lim (x*- ¥ +x+1) = lim (x) = + ¥
3.1,
b lim X x - 0-0-2_ -2 _,
X® ¥ 2 0-1 -1
2.1
X
p V3
smex _ M3 2
I e p " p P
xo s 1GX gt  tg-
g2 g2
H 2 . H 3 2
1) le(grll (3x - 2x+ 2), XI(l@ml (x - X +2)
H 2 . H 2 2
2) le(rbrg (x - 7x+10), IX|®r2 (x +ax+a)
3) lim (2x+&- 1); lim (x°- 2x+5)
X® 4 X® 2
2 lim X1 lim X6
x®1 2% -1 ®2 x4 2
5) lim 2x+2; lim 1+ 2x
x®2 3y ®-1 x+3
2
6) lim X2 im X1
®2 yW. Q ® -1 By
7) lim 28 im —
x® 3 B5X ®r¥ x+1]
. - . +2
8) lim w; lim X
X® 0 2% -1 x®% X- 2
2
9) lim 3, lim 2X- X
X 2X @1 1- X
. 3X+4 . X+4/2
10) lim = —& i

im (3¢ - 5x)lim (x+1) = 23 = 6



X° - BX+6

1) x> +3x

15) lim (sinx - cosx);

X® —
4

16) lim (Jx-_3+ «/E) :

17) lim (JZ- 2x- 10+ x);

18) lim X7

X® 2 2X

. sin2x
19) lim ;
P COSX
2

20) lim tgx;

0
® e

21) lim 19¥*2
x®0  wx+1

22) lim (sin2x - cosx);

o 2
3

J3sinx- 2cosx

23) Im;l

X® — X
3
24) lim ~/sinx- cosX ;
x® 0

25) “m esinx- COSX ,
x®%

26) IX(L)T In(sinx);

2n i, (& +5e7)

28) lim &3 2ef.
@ +¥ 82+Iogx 2
29) lim Inx;
X® e
3C0oSX
30) lim :
)x®+¥ “/2+X

VX +/x+2

im ———
2

x®p  COSX
lim tgx

a0
® e

lim (x+ tgx)
-

—

lim
@ P
6

COS4X + Sinx)
3sinx+1
@P  COSX

2
lim (3" +2 ex)
2¢e+ Iogx)

55 ¢

3+ 2c0osx
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+
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N
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31) lim log(3+5¢. lim log(sinx) [0; O]

x®0  4logx ?
+log2 [
32) lim —1092% . lim —29% - ¥ 0]
x®0 |og(2+ 3 ®a |og(x- a)
2 2
33) lim 2= X*3. lim X0 9 [¥: 1]
X® 2 |Og§ X® 2
2
34) lim 129X . lim = - ¥:0]
o 1+e* @ +¥ |ogXx
oA 0. _ log(1- x) .
PP o9 Am = [e¥i- ¥]
36) lim aEéinig; lim (logsinx) [0; - ¥]
x® 0" logx@ x® 07
37) lim log,(3- X); lim log(x + 2) [0; - ¥]
38) lim 2+109% . lim |og(x+Jx2- 1) [2: 0]
x®1 1+ 2|logx x®1

Calcolarei seguenti limiti di funzioni razionali fratte che si presentano sotto la forma indeter minata

0 .
5 (-39

X - Tx+12 (x- 4 (x-3 _ | x-4 _ 1
a) lim ———— = lim > =lim ¥ = - =
®3  x3. 27 ©3 (x- 3 (X +X+9) @2 X +3+9 27
2 - - -
b)”m><2-—3x-l-2 = 'imw = im XL - 4y
x®2 X2 - AX+4 x® 2 (X- 2) ®2 X- 2
3 2) (X*- 2x+ 4
o tim X8 =y A2 (- 2x+4) = 12
x®-2 w42 x® -2 X+ 2 x® -2
@ tim 22 = jim (- 2)[¥x+2) = lim X 4 =
@4 x0- 64 0 (- 6a) (Vx+2) 4 (x- 4) (3 +4x+16) (VX +2)
= lim 1 -1
x® 4 (x2+4x+16) (\/;*'2) 192
oo (eI 0y (Bed) (x3) (xey) (Ved)
oM 7= 7 im (g ey X+ 3 =
= lim |(x- 3) (Jx+3)] =0
X® -3
. Sinx sinx . SINX COSX .
) lim — = lim — = lim ———— = lim cosx = 1
x®0  tgx x®0 SNX x® 0 sinx x® 0
COSX



e

9 lim =2 = |im Jx- a = lim X-2
X® a \/;"\/5 X® a (,\/;_\/5) (&_,_\/g) X® a X-a
K+a x+Va
2 3 2
1 lim X1 . lim XX ¥x-1
®1 x° - 2x+1 x®1 x -1
2 2 4 2
, - : - +
2) “mzx—az; i x3 3X"+2
x®a x°- 2ax+a x®1  x° - 4x+3
. X2- x2- 4x+4 _2x*-18
3) lim — - . : lim
X®2 X" - 3X - 4xT +12x x®3  3x- 9
3 2 2
4 tim X2, jim X2
X® 2 2'X x®a g°- X
5) lim M lim X - m
1 x* o 2x* 41 ®m By* - Amx- nt
_ nf+5m- 6 _ XC-Tx+6
mel ff +m- 2 x®-3 2 + 8 +15
_xP-2x- 3. _x>- ex*+12x- 8
7) lim ————; lim 5
®3 X7~ 6x+9 2 x*_Ax+4
2
. (x-3° -4 _ 2.
3 iy X 94, im =2
@5 X"- 25 ®3 27- X
) lim X 5C+TX- 2. lim b-
x®2 x°. 2x*+2x- 4’ b %3+ px* - b’x- b®
2 4 3 2
10) lim xz- X- 2; lim x4- 2x3- 4x2 +10x- 5
®2 X" +X-6 ®1 X" - 3X7- 4X° +13x- 7
B +TX+ 2 X +7x*- 9x- 63
11) lim ———; lim 2 >
®@-1 3" +2x-1 x®-3 X - 6X" - 27
2 2
1) lim X X*3 lim — X X2
®1 X" - 6X"+9x- 4 ®L X"+ 2X" - X- 2
2 2
®3 2x°- 3X- 9 x®3 x° - 2x- 3
2+ _ 2_ +
14) lim XX 6, lim 32X 25X 3
x® 2 Exz-x+— x®1 3x"+ 7X" - 4X- 6
3
3, 0y2_ _
15) lim — : lim X 32x 24x 8
x®0 x°- 2X ®-2 X"+ 3X -4
x? 3x_'_1
» 2 _ 2
16) lim w; lim 22
w -1 10x°- 13x- 3 x®2 ' - IX +8x- 4




17) lim
®3

18) lim
x®

1
2

19) lim

X® 1

20) lim

3- 2x
4x% - 8x+ 3’

8x* +16x" - 19x+5

2x% - Bx+2

X2 - 2x+1

X° - 6X+5'
X*- X- 6

x®-2 32+ 3X+2

21) lim

X®1

22) lim

X® 2
23) lim
X® 1

24) lim

X® 1

25) lim

X®1

26) lim

X® 3

27) lim

X® 0

28) lim

X® 1

29) lim

X® 2
) im

31) lim

X® a

1- X

x3- 3x%- x+ 3’

X2 - X+2

x> +X-6

x> - 3x+ 2

x*- 6x+5'
x- X+2

2% - X2 - 4x+ 3’
X2 - 3x+2

x3-x%- x+1’

X°- 8x+15

X - 10x+21"

. X+2

lim —; 5

X®-2 3X"+6X" - X- 2

- 4x%- 13K +2x+3
lim 3

x®3 X - 10x +3

X +3x- 4

lim ————

®1 x° +2x- 3

X +X- 6
lim ———
®-3 2" +5x- 3

_ x*-5x+4

lim ———

@1 X" - 2x+1
XX+ 2x- 2
lim 5

x® 1 X -1

_ x*- 2x- 3

lim ——

®3 x"- 6X+9

: X*- 3+ 4
lim — >

x®2 x7- 2X" - 4x+8
- x*- 5 +6x° +4x- 8
lim 3 5
x®2 X" - 4X" +4xX
. x'- 6x+5

lim ————

@1 X" - 2x+1

x3- 3% - 2x+6
m 2
x®3  X"-5X+6
jim YX*1- 42
®1  \[x+8- 3
lim Y X*+6-2
X® 2 X - 2
m JX+5+x-7
X® 4 ,Jx_ 4
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Calcolare i limiti delle seguenti funzioni razionali fratte che s presentano sotto la forma

indetermi nataé (1-15):

%+ﬂ 3+
a) lim X4 _ jim XX = jjpy —Xx = 3*0 _ '3
¥ G- 1 oex 5 1 v g 1 5-0 5
X X
2x2 5X+ 3 5 5+ 3
2x% - Bx+ L2 w2 2 ) VN 2- 0+0
b) lim X*3 _ im XXX iy X X - =
X® ¥ - 2 X® ¥ %_3 X® ¥ E_E 0-0
NS X X
2x> 5 2 5
) 2x?- 5 . VN ) [V 0-0
C) lim 3X = lim — X = lim XX = =
®¥ - 2x+1 ¥ 3¢ 2x 1 ex 5 2 1 3-040
1 1
2 3
1 1 Xl 2 Xl 1
JIx +2 3x X223 R _1+2x 8
e Al e e e
+ X = = X .=
X X 3\/§X2+X4 3’\/_)(_2-'-)(_4 3\/§+X4
X2 X2
145 L2
_ N ofx _ 1+0 _ 1 _ A2
I|m —2 = |im = = = —
¥3J§+_ x® ¥ 3&+i 3J2+0 342 6
3 4/x
X
\/ 1 [1 1, 1 Jx+2+1
x-2 \Ix*-4 _ . Ix-2 Jx-2x+2 _ «/x-2«/x+2 _
e) lim = lim = lim =
x® 2 1 x® 2 1 x® 2
Vx3- 8 NX- 22+ 2x+4 NX- Jx +2x+4
%e «/ 0 Qﬁ/ 0 U
= lim xt2+1 («/ 2 +/x? +2x+4)u = lim & xt2+1 (\/x +2x+4)u =
@2 VX 2 X+ 20 L S 6
®&2+2+10 SJE GJ—
= Ja+4+4) = 3./3
Q J2+2 g( ) 2 2
sinx
tOX _ . cosx _ .. €ESNX0 ua_
f) im —— = |lim =22 = Ilm ——= (cosx); = lim sinx =
)x®— 1 e I el gcosxﬂ( )H P
COSX COSX
1) lim 22, lim X*1 él. 3u
x®¥ Gy ®¥ Gx- 4 &' 54



w
N

15) lim

©¥ o2 +1’

e

e

=

)
*®

25

Calcolarei limiti delle seguenti funzioni che si presentano sotto la formaindeterminata+ ¥ - ¥

(1-13):

a) !((I@n;l (\m- x)

. 1
Iim ———— =
X® ¥ ,XZ +1+X

o DA X))

I +1+x X2 +1+X



(x- 2- «/m) (x- 2+M) _

b) lim (x- 2. Jm) = lim

o ¥ X X- 2+/X%- 2x- 3
X AX+4A- X+ 2x+3 -2X+7 B
= lim = lim =
®¥  y244x2- 2x- 3 ¥ y_ 2+4x2- 2x- 3
2x 7
S B
= lim X__X - -2+ 0 - .2 -4
®¥ w9 sz o% 3 1- 0+4/1- 0- O 1+1
VR v R
X X X X X

[Jx(x+3) NN 2]

\/x(x+3)+\/x2- 2] _

C) Iim[ x (x+3) - /% - 2] = lim
® ¥ (e xo¥ Jx(x+3) +5¢ - 2
 x(x+3)- (¥~ 2) . 3x+2
= lim = lim =
® ¥ Jx(x+3)+Jx2- 2 ¥ 213+ 2- 2
x,2
L X X _ 3+0 _ 3
= lim = = =
x® ¥ JX2+3X+\/X2 2 J1+0+41-0 2
¥ X X X
g lim &L X*20 &1 x+2 A extlox- 24
w1 €x-1 x°- 10 @1 gx-1 (x-1) (x+1)g e gx- 1 (x+1)q
. 1 s
= lim & > 9 - _y
Xx® 1 X - 19
: 1 1 _ 1 1 9 € 1-1-cos u
e)llmae_z- 2 - |im& - 9=I|mé X a=
®0 8gn’x  1- cosx@  x®0 €1- cos X 1- cosxd @0 H1- cosx) (1+cosx)g
= limE S 0 -y
x®0 € 1- CcoS’ Xd
@ 1 cosxy _ . Sinx+cosx (1+cosx) _ . sinx+cosx+cos X _
f) |Im8 +——= = |im - = lim - =
©p 81+ CosXx SNX@  x®p  sinx (1+cosx) ©p  sinx (1+ cosx)
_ i SMX*cosx+1- simx _ . SINX (1- sinx) + (1+ cosx)
X® p sinx (1+ cosx) x®p sinx (1+ cosx)
ésinx (1- sinx l+cosx U -snx 18 1-0 1
= lim & ( )+_ ljzllmgael +_(:): +— = ¥
@p zsinx (1+cosx) sinx (1+cosx)g ©p €l+cosx sinxd  1-1 0
1) lim (\x-x+3); lim (-x+4+Jx+2) [ ¥:- ¥]
x® ¥ x® ¥
2) lim (x- \/x2+5x); lim (x- e +4) - E; o
X® ¥ x® ¥ 8 2 H
3) lim (2x-V4x2+x); lim (\/x2-6x+9-x) ?-1; 3;
X® ¥ x® ¥ & 4

27



4) lim (\/4x2+2x- 8- 2x- 1); lim (4x+1- V16X + 8X - 2)

x® ¥ x® ¥

5) lim | 2x+3- /2 (x- 1) (2x- 3)) lim (ZJ_x-w/8x +2x+1)
6) lim (\/xz- 16+ 2- x); lim [2x+ 3- V4x? +12x+ )
x® ¥ x® ¥

55
b
(UD)IQ)('D

7) i (\/x +1-x° +1) i X’ - \/§32x2+%%25

8) lim (Vx- \x+1); %Q[Js(x-g(x-z)-Jae-zq
9) lim (Vx+3- Vx- 4); lim (Jx Fx- X +2)

10) lim (\/x2+1- X - 3); lim (Jx +2x+2 - X +5x+4)
HJQ)(JX+SX+1 Jx-:y+7) %Q(Jﬁ+1 N )

12) lim (X~ 4- Jx7+3); lim [10g(25¢ +3) - log(5x+2)]

13) lim [Iog(x2 +5x - 6)- Iog(x2 - 1)]; XI(!Drp [logx- logsin2x]

Calcolarei limiti delle funzioni che si presentano sotto la forma indeterminata 0%¢ (1-7):

. @ 1 . X-2 . X- 2
a) lim dx- 2) 5—p = lim 5— = lim =
x® 2 x3-8H 2 x°-8 X® 2 (X- 2)(X2+2X+4)
. 1 1
= lim — = —
®2 X" +2x+4 12
Jx [
b) lim &= x2 = lim XX = lim X = lim X =
¥ 8yx+1 @ x®¥ x4+ 1 ¥ g, 1 v g1
X X
1
. 0
:!(|®|’Q &1 = =
1+ 1 10
1 | . X+9nXx . e X SinX ¢
= lim = lim = =

1 1 SiNXg 1 1
| & + X(? = —+—Xl =1
x®0 €2 COSX 2 COSX X @ 2 2

2x cosx ~ x®0 2x cosx ~ x®0 82x cosx  2X COSXD

P

1u

2



é 1 u
2) lim gx+1) 1/—2 &
®-1 5 2x° +3x+1y

1 u
\/;-1u’

. A 3
3) le(grll eX - 1)
4) Xléng[(l sinx) tgx]
2
® coszxo
%) 8 sin’x g’

6) lim gf 02X —9

X® 0 th ﬂ

7) lim [(1 tgx) thx];

4

Calcolarei seguenti limiti di funzioni trigonometriche ricordando che lim

x® 0

1)| smnx;

X® 0 X
2) lim gn4x;
x®0 gn2x
sin(x- a)
x2 _ a2
4) lim 2.
x® 0 tgx
5) lim tgx;

X® 0 X

3 I

6) lim thx;

X® 0 X

7) lim

X® 0 X

8) lim :
x®0 1- cOsX

9) lim thx
x® 0 tg X
10) lim 1- cosx;

X® 0 X

11) lim —2PX_.
X®0 2x COSPX |

5X cosx- 2 Snx

12) lim

X®0 4 sinx + 2x cosx |

3] 2 ou
m §x+1) g‘[*m;,u
_mge ! m9
® ¥ X2+X 1]

lu

. Sn3x

lim

X® 0 X

. sinkx

lim —

x®0 gin hx
sin(x- p)

p X-p

. 9nbx

lim

x®0  tg4x

. cosX

lim

p
X®E X+E

x®0 cosx- 1
snx - tgx

4 sinx+ 3 - X

x® 0 5d8nx- x
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)
N
N
] eniy enid
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13) lim —2>% . lim ——— [¥: 42

w? (1- sinx)2 x®0 .[1- cosx
2
. CoSX . i . 1r
14) lim ——; lim Lfoszx &. 1u
x? 1- sinx X® 0 sin’x &' 24
inx - - 2% - B¢ _ (3- cosx) (1- cosx a1
15) lim 3 Sinx - 2x cosx 2x2 52< ; im ( )( ) eP;L;
x®0 4 g9nx+ 3X COSX+ X - X x® 0 X Sinx 7

Dire a quali forme di indecisione conducono i seguenti limiti e quindi calcolarli:

X® 0 v ' x®-b yy [oy2 2 g 2a’ 1H
-, B 62 AU
2) lim , lim 6&—, —u
x®a  x-a ®3 - 3- X g2a 6
3 3 A3 u
3) lim XJ”/B; im (x- \/x2+x) ﬁ; -lu
@5 x+b ¥ Sb’ 2
; _ 2 T
4 lim — JXT lim (x Jx +3) - 4:0]
. 3 - 3Yp? é 32 U
5) lim (x- «/x2+3x); lim X—J— & ig; b G
X® ¥ x®1 x-1 g2 39§
- . Ax+3C-1 6 1 5y
| 2 . ~ — =
0 im |2 2(2X +X) ’ oy X+ 2 g 2" 3f
7) lim 2 : lim (x/x2+2x+4- x) - 11
®¥ B+ 2- 25x2- X+ 4 ¥
8) lim (\/xz- x+1-3x); lim (\/x2+1-w/x2-1) [- ¥;0]
é - 242U
9) lim (x- m) i YX - X- ¥2+2 S, 1- 2428
® ¥ x® 2 X - 4 a2 82 )
VX ¢ 1 1
10) lim (/9x ¥1-Joxt + - 1) lim c 1.y
)x®¥ A A ®¥ fx+2 & 2’ ]'H
- é 1 U é 5 1
11 ||m(/x2- 7x+3- X% - 2x- 1 lim gx- 2 ; ~ —; O;
)x®¥\ ) X®2§ )\Xz- 3 82 H
. Alx-1
12) IX®¥ ('\/X +4x+2- X +4x+5) le(grll o1 [O; O]
. -3
13) lim (3x+1 JoZ +6x+2 ) lim —= [0; ]
x®3 [2X- 6
2
14) lim (\/16x +8x- 2- 4x- 1) lim X -1 [0: O]
x® ¥ ®-1 1+ X
15) lim («/x+5- x+2), lim (Vx2- 2x- 1- ¥x? - 7x+3) §) 0
X® + ¥ ZH



1
16) lim ;
) x®+¥ [y +1- \/;
17) lim [Iog x2- 1)- Iog(xz- x+1)];
18) lim 22X V2
X
19) lim &_ 1;
x®1  yw- 1]
20) lim —“X"'4'2;
X® 0 X

21) lim [Vx* +3x- X|;
X® + ¥

x®2 2-X
3
23) lim Ix+1
®-1 x+1
2 lim x+3- 43+l
X® 1 X'l
25) lim X *4%
®-¥ 2 - B6e

26) lim logv/3x® - 5- Iog\/4x2+3);

X®0 5sinX + 2X COSX |

27) !<®0
28) lim
x® 0
29) !<®0
30) fim
31) lim
32) lim
xX® p

Snx+x
a—
tgx
1- cosx '
X+8nx
2X COSX

2 cosx (1- cosx) .

sin’x

3snx + 4x cosx |

1+ cos’x |
2 cog X
2

lim —3 /ox- 1 EJ+¥, >4
®2 4. % g ' 244
( 7 [0; 12]
X
: +2X+ 2 - /X + 6x+ 2
lim JX X Jx X [1; - «/5]
X® 0 X
_x+1- 24/x el 1y
lim ——— 520 T
®1 (x- 1) &' af
lim (w/x2 +2- X2 - 1) é; o
X® ¥ 84 H
1 é3 _u
lim —: 20
N N N g8 H
lim Vx-1 §/2. 10
@1 xZ. ] g4’ 44
im VA X é1 Ei/iu
x®1 3/1_ X3 .eeé’ 33
im 5¢ - 6e* é 1 5u
® ¥ 4+ 36 g 2’ 44
4logx - 5 é 2 4
m——— = —p
x®0 3logx + 2 g 3" 34
. J3 3u
lim [Iog(3x+1)- log(2x - 1)] élog ; log— 3
jjm SN [2;2]
x® 0 tgx
lim 3 [¥; 2]
x®0 1- cosx
. cos2
lim —X [1; - «/E]
@B SiNX- CosX
. 1-s
lim — 2 [1: 0]
®E  COSX
im - sin’x s 30
r; oS X gl 24
lim S‘J[L §3; _1d
0 1gx - g3 3t
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