Capitolo 4                                                                   RICERCA  OPERATIVA

Abbiamo visto come il METODO GRAFICO sia utile perché consente di visualizzare i vincoli e la/e soluzione/i sul piano cartesiano, ma può essere utilizzato solo per problemi con due variabili o riconducibili a due variabili.

Per problemi in cui le variabili non possono essere riconducibili a due si utilizza il METODO ALGEBRICO, anche questo metodo, comunque, non è praticabile se il numero delle variabili è molto alto.

METODO  DEL  SIMPLESSO

Per risolvere problemi di P.L. ad n variabili, con  n>2, si utilizza un metodo più generale,  chiamato  METODO  DEL  SIMPLESSO.

Il M. del S., messo a punto nel 1947 da G.B. Dantzig,  è un metodo iterativo che, a partire da una soluzione del sistema dei vincoli, iterando più volte una serie di passaggi di calcolo, permette di ottenere la soluzione ottima, quando questa esiste.

Le fasi in cui è articolato, che vanno iterate fino al raggiungimento della soluzione, costituiscono un algoritmo standard, implementabile anche in caso di problemi che presentano migliaia di vincoli e decine di migliaia di variabili.

Per  illustrare il procedimento si rendono necessarie alcune definizioni:

DEFINIZIONE 1

Vengono dette VARIABILI AGGIUNTIVE (o di SCARTO) le variabili ausiliarie xn+1, xn+2, … , xn+m , non negative, che vengono aggiunte, una per ogni disequazione, in un sistema di  m vincoli in n variabili. 

DEFINIZIONE 2

Un sistema di m vincoli in n variabili è detto in FORMA NORMALE ( o CANONICA) quando ogni disequazione è stata trasformata in equazione ed è stata aggiunta al suo interno una variabile aggiuntiva. 

Il sistema dei vincoli in forma normale risulta quindi essere costituito da m equazioni ed  n+m incognite non negative:
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Indicando con

· X   il vettore colonna delle incognite

· Ci  il vettore dei coefficienti delle incognite nella funzione obbiettivo

· A   la matrice (n x n+m) dei coefficienti del sistema dei vincoli canonico

· B   il vettore colonna dei termini noti

il problema di P.L. si può esprimere in notazione matriciale come segue:

ottimizzare :  z = Ci * X     sotto il vincolo :  AX = B     (con xj >= 0)

Richiamiamo ora alcune nozioni necessarie:

DEFINIZIONE

Si chiama MINORE di ORDINE p, estratto da una matrice A, un qualunque determinante d’ordine p non nullo, ottenuto con gli elementi comuni a p righe e p colonne della matrice A.

DEFINIZIONE

Si chiama RANGO (o CARATTERISTICA) di una matrice A, non nulla, l’ordine massimo dei suoi minori non nulli.

TEOREMA    di  Rouché – Capelli

Un sistema di equazioni lineari ammette soluzioni (una o infinite) se e solo se la matrice incompleta e quella completa del sistema hanno lo stesso rango.

In tal caso il sistema è detto compatibile. 

Quindi, il problema di P.L., ha soluzione solo se il rango della matrice completa e quello della matrice incompleta, del sistema dei vincoli in forma canonica, risultano essere uguali.

Riprendiamo ad introdurre altri concetti specifici del Metodo del Simplesso :

DEFINIZIONE 3

Una soluzione del sistema dei vincoli in forma canonica è detta SOLUZIONE AMMISSIBILE  (o DI BASE)  quando almeno n delle n+m incognite hanno valore nullo, ed almeno una delle rimanenti sia non negativa.
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Cioè la soluzione è DI BASE se risulta:

· essere soluzione del sistema dei vincoli in forma canonica

· n delle xi , della n+m-pla, sono nulle

· almeno una, delle rimanenti m  xi della n+m-pla, è non negativa

TEOREMA

Se un problema di P.L. ammette soluzioni ottimali fra queste c’è sempre una soluzione di base del problema stesso.

Questo teorema fornisce una condizione necessaria e quindi suggerisce una strada teorica per individuare una soluzione ottimale: cercare tra le possibili soluzioni di base del sistema dei vincoli in forma canonica.

Infatti, soluzione ottimale del problema di P.L. in questione, sarà ogni soluzione di base, del suo sistema di vincoli in forma canonica, che “ottimizzi” la funzione obiettivo del problema.

Abbiamo ora tutti gli elementi necessari per procedere con la trattazione del

METODO  DEL  SIMPLESSO

Partendo dal sistema dei vincoli dedotto dalle indicazioni fornite dall’analisi del problema, lo si trasforma nel sistema dei vincoli equivalente in forma canonica, aggiungendo ad ogni disequazione una variabile aggiuntiva e trasformando le disequazioni in equazioni 

ai1x1 + ai2x2 +…+ ainxn 
[image: image2.wmf]£

 bi      (     ai1x1 + ai2x2 +…+ ain xn + xn+i = bi

si ottiene quindi il sistema di equazioni lineari :
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L’obbiettivo è ora diventato :  trovare quel punto, di coordinate     (x’1 , x’2 , … , x’n+m), che  tra  tutti i punti di coordinate  (x1, x2 , … , xn , xn+1 , … , xn+m) dello spazio a n+m  dimensioni, ottimizzi la funzione lineare  z = c1 x1 + c2 x2 + … + cn xn .

Una volta trovato il punto ottimizzante (x’1 , x’2 , … , x’n+m), la soluzione  del  problema iniziale  risulta  essere il  sottoinsieme    (x’1 , x’2 , … , x’n) della  (x’1 , x’2 , … , x’n+m), come asserito nell’ultimo  Teorema riportato.

E’ evidente come non è possibile sapere in partenza quali siano le n, tra le xi variabili della soluzione di base, che hanno valore nullo, si procede quindi “per tentativi”, iterando più volte, fino a quando l’ipotesi di soluzione risulta essere quella esatta.

Questo procedimento sistematico è “l’idea” che c’è alla base del Metodo del Simplesso.

Segue la traccia teorica del procedimento relativa ad un problema che presenta quattro variabili e tre condizioni di vincolo:

FASE 1 :     COSTRUZIONE  DELLA  TABELLA 

Una volta ottenuto il sistema di equazioni lineari equivalente al sistema dei vincoli del problema si procede con la costruzione di una tabella relativa ai coefficienti delle variabili e ai termini noti.

	  C(i)
	A(i)
	
	A1
	A2
	A3
	A4
	A5
	A6
	A7
	B

	0
	A5
	
	a11
	a12
	a13
	a14
	a15
	a16
	a17
	b1

	0
	A6
	
	a21
	a22
	a23
	a24
	a25
	a26
	a27
	b2

	0
	A7
	
	a31
	a32
	a33
	a34
	a35
	a36
	a37
	b3


Nelle iterazioni successive della prima fase, il contenuto della tabella risulterà diverso, in funzione di quanto è avvenuto nelle fasi successive.
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In coda alla tabella vengono aggiunte delle righe come segue

	  C(i)
	A(i)
	
	A1
	A2
	A3
	A4
	A5
	A6
	A7
	B

	0
	A5
	
	a11
	a12
	a13
	a14
	a15
	a16
	a17
	b1

	0
	A6
	
	a21
	a22
	a23
	a24
	a25
	a26
	a27
	b2

	0
	A7
	
	a31
	a32
	a33
	a34
	a35
	a36
	a37
	b3


	 ck
	c1
	c2
	c3
	c4
	0
	0
	0

	Sol.
	0
	0
	0
	0
	b1
	b2
	b3


· la riga contrassegnata con ck contiene i coefficienti delle variabili della funzione obiettivo

· ogni volta che la FASE 1 viene iterata la soluzione di base va scritta nella riga contrassegnata da “sol”, riportando i valori dei termini noti in corrispondenza delle variabili che presentano colonne di 0 e 1, nell’ordine dato dagli 1

· la colonna contrassegnata da A(i) , ad ogni iterazione, contiene in ogni riga le variabili Ai che hanno coefficiente 1 in quella riga

· la colonna contrassegnata da C(i) , ad ogni iterazione, contiene i coefficienti ck delle variabili inserite nella colonna A(i) .

FASE 2 :  VERIFICA  DELLA OTTIMALITA’  DELLA  SOLUZIONE 

In questa seconda fase si effettua un verifica numerica circa la ottimalità della soluzione di base individuata nella fase precedente.

In caso di esito positivo il processo iterativo ha termine e la soluzione di base attuale è la soluzione del problema, mentre, in caso di esito negativo, si prosegue con le fasi successive ed un ulteriore iterazione del procedimento.

Per ogni variabile, che presenta valore nullo nella soluzione di base, si calcola il seguente valore 

                                                                        m 
                                    (k  (  ck  (  ( aik c(i)

                                                              i =1 
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Se   (k < 0   per  ogni  ck = 0         la soluzione di base  attuale  è  la soluzione   

                                                      ottima ed anche unica del problema

se   (k =< 0  per ogni  ck = 0         la soluzione di base  attuale  è  la soluzione  

                                                      ottima del problema e non si può migliorare 

se  (k > 0  per almeno una ck=0   la soluzione di base attuale non è ottimale e

                                                      bisogna continuare con il procedimento 

nel caso si verifichi la terza condizione si procede aggiungendo in coda alla tabella attuale una riga contenente i valori (k ottenuti 

	  C(i)
	A(i)
	
	A1
	A2
	A3
	A4
	A5
	A6
	A7
	B

	0
	A5
	
	a11
	a12
	a13
	a14
	a15
	a16
	a17
	b1

	0
	A6
	
	a21
	a22
	a23
	a24
	a25
	a26
	a27
	b2

	0
	A7
	
	a31
	a32
	a33
	a34
	a35
	a36
	a37
	b3


	 ck
	c1
	c2
	c3
	c4
	0
	0
	0

	Sol.
	0
	0
	0
	0
	b1
	b2
	b3

	(k
	(1
	(2
	(3
	(4
	/
	/
	/


FASE 3 :    INDIVIDUAZIONE  DELLA  VARIABILE  ENTRANTE  

                  E  DELLA  VARIABILE  USCENTE

Tra le  variabili  in gioco, sono definibili   VARIABILI   ENTRANTI  quelle  che:

· hanno valore  ck = 0  nella  tabella  attuale

· hanno  (k > 0 

· hanno almeno un coefficiente aik  > 0 

Per proseguire con il procedimento è possibile scegliere una qualsiasi tra queste, ma è dimostrato che, se si sceglie quella che presenta il valore (k maggiore, saranno necessarie un minor numero di iterazioni del procedimento  per l’individuazione della soluzione ottima.
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Per individuare la VARIABILE  USCENTE  è necessario calcolare, per tutte le variabili che presentano valori non nulli nella soluzione di base attuale, i rapporti 
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             dove l’indice della colonna è fisso ed è quello

                                       relativo alla variabile entrante appena individuata 

La variabile uscente è quella per cui si è ottenuto il  rapporto di valore minore tra i positivi.

La variabile uscente è necessariamente una di quelle già inserite nella colonna A(i).

	  C(i)
	A(i)
	
	A1
	A2
	A3
	A4
	A5
	A6
	A7
	B

	0
	A5
	
	a11
	a12
	a13
	a14
	a15
	a16
	a17
	b1

	0
	A6
	
	a21
	a22
	a23
	a24
	a25
	a26
	a27
	b2

	0
	A7
	
	a31
	a32
	a33
	a34
	a35
	a36
	a37
	b3


	 ck
	c1
	c2
	c3
	c4
	0
	0
	0

	Sol.
	0
	0
	0
	0
	b1
	b2
	b3

	(k
	(1
	(2
	(3
	(4
	/
	/
	/

	bi/aie
	/
	/
	/
	/
	b1/a1e
	b2/a2e
	b3/a3e


E’ evidente come la variabile entrante prenderà, nella successiva iterazione del procedimento, il posto della variabile uscente nella colonna  A(i) della tabella nelle fasi relative alla successiva iterazione, il suo valore ck quello del ck uscente nella colonna C(k).

Indicando con  “e”  l’indice della variabile entrante e con “u” quello della variabile uscente, l’elemento aue, della tabella attuale, viene detto PIVOT e gioca un ruolo fondamentale nel passaggio tra l’iterazione del procedimento ancora in corso  e la successiva.
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FASE 4 :    PREPARAZIONE  DELLA  NUOVA  TABELLA

Quest’ultima fase (dell’iterazione in corso) del procedimento è la fase preparatoria alla  FASE 1  dell’iterazione successiva. 

Per riempire la tabella di riferimento della successiva iterazione bisogna :

· dividere ogni elemento della u-esima riga (la riga del pivot) per il pivot e scrivere i valori ottenuti nelle stesse posizioni della nuova tabella

· sottrarre ad ogni riga della “vecchia” tabella un multiplo della “nuova”   u-esima riga (elemento per elemento), multiplo scelto opportunamente in modo da ottenere, dopo la sottrazione, in ogni nuova riga, valore nullo per l’elemento della “nuova” e-sima colonna (la colonna del pivot).

La tabella così ottenuta presenterà nella colonna in cui era stato individuato il pivot  tutti  valori  nulli  tranne  uno  nella  posizione  che era del  pivot stesso.

Il  ruolo  che era  della  variabile uscente  sarà preso  dalla  variabile entrante.

Le fasi illustrate andranno ripetute fino a quando, nella fase 2, non si verifichino la prima o la seconda condizione illustrate relativamente al (k , in tal caso il procedimento ha termine e la soluzione di base in corso è da ritenersi la soluzione del problema in questione. 

I valori di tale soluzione, sostituiti alle variabili della funzione obiettivo ne forniranno il valore ottimizzato.   
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