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P R O G R E S S I O N I

Progressioni  aritmetiche

1. Generalità

       Sia data una legge qualsiasi che ad ogni numero naturale n ( 0 faccia corrispondere un ben determinato numero reale che indichiamo con an .  Questa legge, quindi, trasforma l’insieme numerico

1, 2, 3, ….,n (1, n,….

nell’insieme numerico

a1, a2, a3,….,an(1, an,….

       Si dice allora che i numeri a1, a2, a3,….,an(1, an,…. sono ordinati in una successione, o che costituiscono una successione.

      Le progressioni sono particolari successioni in cui il numero dei termini può essere illimitato o limitato.

       Definizione.   Si dice che la successione di numeri reali:

a1, a2, a3,….,an(1, an,….

costituisce una progressione aritmetica se  e solo se la differenza tra un qualunque termine (diverso dal primo) e quello che lo precede è costante.

       La differenza costante, caratteristica di ogni progressione aritmetica, si chiama ragione e si indica con d, mentre i termini che la costituiscono si dicono termini ( o elementi) della progressione.

       Per rappresentare una progressione aritmetica , si fa precedere la successione dei suoi termini dal simbolo  « ( » scrivendo:

÷ a1, a2, a3,….,an(1, an,….

       Per il momento ci occupiamo soltanto di progressioni finite, cioè di quelle costituite da un numero finito di termini.  Esistono però, anche progressioni infinite, come ad esempio la progressione costituita dai numeri pari positivi presi in ordine crescente, cioè:

÷  2, 4, 6,……,

       Se una progressione è finita, il primo e l’ultimo e l’ultimo termine si chiamano estremi della progressione.

       Siano ora a e b due termini consecutivi di una progressione aritmetica di ragione d.  per definizione si ha:

b ( a = d
da cui si ricava:

b = a + d          oppure          a = b ( d.

       Da queste uguaglianze possiamo dedurre che in una progressione aritmetica un termine qualunque si ottiene:

· dal precedente aggiungendo la ragione;

· dal seguente sottraendogli la ragione.

       Da queste proprietà segue immediatamente che in una progressione aritmetica:

· se la ragione è positiva la progressione è crescente (cioè ogni termine è maggiore del precedente);

· se la ragione è negativa la progressione è decrescente (cioè ogni termine è minore del precedente);

· se la ragione è zero la progressione è costante (cioè tutti i termini sono uguali fra 

· loro).

       2.   Calcolo del termine an di una progressione aritmetica

       Consideriamo una progressione aritmetica di n termini:

÷ a1, a2, a3,….,an(1, an,….

di ragione d.  Un termine an della progressione si può ottenere anche da uno qualunque dei termini che lo precedono o che lo seguono senza passare per tutti i termini intermedi:  basta conoscere la ragione ed il numero dei termini compresi. 

       Per calcolare an dal termine iniziale a1 si applica il seguente 

       Teorema 2. 1. 

       L’n-esimo termine, an, di una progressione aritmetica si ottiene dal termine iniziale a1 sommando a questo il prodotto della ragione d per il numero dei termini che precedono an.

       Poiché il numero dei termini che precedono an è n+1, si tratta di dimostrare che:

an = a1 + (n ( 1) ( d.

       Dimostrazione.

       Poiché ogni termine si ottiene dal precedente aggiungendo a questo la ragione d, si ha successivamente:

a2 = a1 + d
a3 = a2 + d
a4 = a3 + d

…………..

                                                                an = an(1 + d
       Sommando membro a membro queste uguaglianze, si ha:

a2 + a3 + …..+ an  =  a2 + a3 + ….. an(1  + (n ( 1) ( d.

       Sopprimendo i termini comuni ai due membri si ottiene infine:

an  =  a1 + (n ( 1) ( d.

       Questa formula si può generalizzare dimostrando il seguente 

       Teorema 2. 2.
       Se ar ed as sono due termini qualunque di una progressione aritmetica, risulta:

as  =  ar + ( s ( r ) ( d.

       Dimostrazione.

       Per il Teorema 2.1 si ha:

as  =  a1 + ( s ( 1 ) ( d

ar  =  a1 + ( r ( 1 ) ( d

       Sottraendo membro a membro queste due uguaglianze si ottiene:

as ( ar  =  a1 + ( s ( 1 ) ( d  ( a1 ( ( r ( 1 ) ( d

as ( ar  =  s ( d ( d ( r ( d + d
as ( ar  =  ( s ( r ) ( d
e quindi, infine:  

as  =  ar + ( s ( r ) ( d.

       Osservazione.

       Due termini di una progressione aritmetica si dicono equidistanti dagli estremi quando il numero dei termini che precedono il primo è uguale a quello dei termini che seguono il secondo.

       Vale il seguente

       Teorema 2. 3.

       In una progressione aritmetica la somma dei termini equidistanti dagli estremi è costante ed è uguale alla somma dei termini estremi.

       Dimostrazione.

       Si tratta di dimostrare che, qualunque siano i termini ah e ak equidistanti dagli estremi a1 ed an di una progressione aritmetica, risulta:

ah + ak  =  a1 + an.

       Sia m il numero dei termini che precedono ah (e quindi anche quello dei termini che seguono ak );  poiché è:

a1 =  an ( ( n ( 1 ) ( d
segue che:

a1  =  ah ( m d          e          an  =  ak + m d.

       Sommando membro a membro queste due uguaglianze, si ha:

a1 + an  =  ah + ak..

       Un’ importante applicazione di questa proprietà è il seguente problema:

       Inserire m medi aritmetici fra due numeri dati, a e b, di una progressione aritmetica.
       Ciò vuol dire determinare m numeri x1, x2, …..,xm  tali che la successione

a, x1, x2, …..,xm, b
sia una progressione aritmetica.

       Per risolvere questo problema basta calcolare la ragione della progressione che si vuol costruire.  Infatti dalla conoscenza del primo termine, che è a, si deduce quella del successivo, che è x1 = a + d  e poi via via quella dei rimanenti.  Sempre dalla:

 an  =  a1 + (n ( 1) ( d
si ricava:
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       Nel nostro caso è:

a1 = a ,          an = b ,          n = m + 2

e così:
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       Trovata la ragione d, i numeri cercati sono:

x1 = a1 + d ,          a2 = a2 + d , ……

2. Somma dei termini di una progressione aritmetica

       Data la progressione aritmetica di n termini:

÷ a1, a2, a3,….,an(1, an,

ci proponiamo di calcolare la somma Sn dei suoi n termini conoscendo solo i termini estremi a1 ed an ed il numero n dei termini.

       Vale il seguente

       Teorema 3. 1 .

       La somma dei primi n termini di una progressione aritmetica è uguale alla semisomma dei termini estremi, a1 ed an , moltiplicata per il numero n dei termini, cioè:

Sn  =  
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       Dimostrazione.

       Scriviamo la somma dei termini in due modi, procedendo dal primo all’ultimo termine e poi in ordine inverso.  Si ha:

Sn  =  a1 + a2 +…..+ an-1 + an
Sn  =  an + an-1 + …..+ a2 + a1
       Sommando membro a membro queste due uguaglianze si ha:

2 Sn = ( a1 + an ) + ( a2 +an-1 ) +…..+ ( an + a1 ).

       Ma le somme indicate entro parentesi sono le somme di termini equidistanti dagli estremi e perciò ciascuna di esse vale  ( a1 + an ), ed il loro numero è evidentemente n. Si ha quindi:

2 Sn =  ( a1 + an ) ( n

da cui si ricava:

Sn  =  
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       ESERCIZI.

1) Noti a1 = ( 4 e d = 2, determinare a10.

       Applicando la  an =  a1 + (n ( 1) ( d , si ha:

a10 = ( 4 + (10 ( 1) ( 2  =  14.

2) Noti a12 = 201 e d = 3, calcolare a1.

       Dalla  an =  a1 + (n ( 1) ( d  si ricava che a1 = an( (n ( 1)( d.  nel nostro caso si ha:

a1 = 201 ( (12 ( 1) ( 3 = 168.

3) Noti a1 = 7 e a15 = 63, determinare d.

       Applicando la 
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4) Noti 
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       Applicando la n = 
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5) Inserire 8 medi aritmetici fra 13 e 40.

       Si ha:
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Si trova così la progressione aritmetica:

( 13, 16, 19, 22, 25, 28, 31, 34, 37, 40.

6) In una progressione aritmetica si sa che il primo termine è 2, l’ultimo è 20 e la somma di tutti i termini è 77.  Determinare il numero dei termini e la ragione della progressione.

       Applicando le formule precedenti si ottiene il seguente sistema:
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       Dalla seconda equazione si ricava subito che n = 7.  Sostituendo questo vcalore nella prima si ottiene d = 3.

7) In una progressione aritmetica è S8 = 36 e d = 3.  Determinare a1 ed a8.

       In base alle formule precedenti si ottiene il sistema nelle incognite n e d:
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che ci fornisce la soluzione a8 = 15  e  a1 = ( 6.

8) Trovare tre numeri in progressione aritmetica sapendo che la loro somma è 21 e che la somma dei loro quadrati è 165.

       Indichiamo con x il secondo dei tre numeri cercati e con y la ragione della progressione aritmetica.  Il primo numero allora vale x ( y ed il terzo vale x + y.  Possiamo quindi scrivere il seguente sistema:
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che risolto dà x = 7 e y = ( 3.

       Le soluzioni del problema sono espresse allora dalle due terne di numeri:

(  4, 7, 10               (ragione 3)

                                                 ( 10, 7, 4                (ragione ( 3).

9) In una progressione aritmetica è a1 = 3, d = 
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       Si ha il seguente sistema nelle incognite n ed an:
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       Sostituendo nella seconda equazione il valore di an ricavato dalla prima e sviluppando e semplificando, si ottiene la seguente equazione di 2° grado nell’incognita n:

n2 + 11 n ( 242 = 0

le cui soluzioni sono n1 = 11 ed  n2 = ( 22.

       La soluzione n2 va però esclusa perché n (numero dei termini) non può essere negativo.  Sostituendo allora 11 al posto di n nella prima equazione del sistema, si ottiene:

an = 3 + 10 ( 
[image: image18.wmf]2
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       La progressione ha pertanto 11 termini di cui l’undicesimo è 8.

10) Trovare le misure dei lati di un triangolo rettangolo di perimewtro 2p sapendo che sono in progressione aritmetica.

       Indichiamo con x la misura del cateto maggiore del triangolo e con y la ragione.  Si ottiene allora il sistema:
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dove la seconda equazione esprime il teorema di Pitagora.  Dalla prima equazione del sistema si trae 
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da cui
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       I tre lati cercati hanno quindi le misure:
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11) La somma dei primi tre termini di una progressione aritmetica vale 
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 mentre la somma dei loro reciproci vale 
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       Indichiamo con x il secondo dei numeri cercati e con y la ragione della progressione aritmetica.  Quindi il primo numero è x( y ed il terzo è x + y.  Possiamo allora scrivere il seguente sistema:
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       Dalla prima equazione si ricava subito 
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  Sostituendo questo valore al posto della x nella seconda equazione del sistema, sviluppando e semplificando, si ottiene l’equazione:

4 y2 = 1

le cui radici sono 
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.  I termini cercati sono dunque:
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12) Determinare quattro numeri interi in progressione aritmetica sapendo che la loro somma è 22 mentre la somma dei quadrati del primo e del terzo è 50.

       Dobbiamo calcolare i termini della progressione  (  a1, a2, a3, a4 sapendo che:
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       Poiché il numero dei termini cercato è pari, indichiamo la ragione con 2y in modo che così i due termini centrali si possono indicare con (x ( y) e (x + y).  Allora i numeri cercati, secondo la posizione fatta, sono:

a1 = (x ( 3 y),     a2 = (x ( y),     a3 = (x + y),     a4 = (x + 3 y).

       Sostituendo questi valori nel sistema si ottiene:
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       Le soluzioni di questo sistema sono:
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       Si hanno così i quattro numeri cercati:
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e quindi la progressione è:

( 1, 4, 7, 10.

       La seconda soluzione non è accettabile perché non fornisce numeri interi.

13) In un trapezio rettangolo ABCD, la base minore CD, l’altezza AD ed il lato obliquo BC sono, nell’ordine indicato, in progressione aritmetica.  Determinare l’area del trapezio sapendo che il suo perimetro è 36 cm e la base maggiore è i 3/2 dell’altezza.

       Si ha:

2p (ABCD)  =  36;              AB  =  
[image: image35.wmf]2
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       Poiché i termini della progressione sono in numero dispari, indichiamo il termine centrale, AD, con x e la ragione con y.  Possiamo quindi scrivere:

CD = x ( y,     AD = x,     BC = x + y.

       Utilizzando i dati del problema ed il teorema di Pitagora applicato al triangolo CHB (dove H è la proiezione di C su AB), si ottiene il sistema:
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dove HB = AB ( DC.  Si ha allora:
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la cui soluzione è x = 8 e y = 2, per cui le misure dei lati sono:
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e l’area del trapezio è di 72 cm2.

14) In una progressione aritmetica di 6 termini la somma del secondo e del quinto termine è 26 e la somma dei loro quadrati è 140.  Calcolare i termini della progressione.

       Indichiamo con x il secondo termine e con y il quinto termine della progressione.  Perveniamo, in base ai dati del problema, al seguente sistema simmetrico:
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le cui soluzioni sono:
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       Per determinare gli altri termini della progressione occorre calcolare la ragione.  Dalla relazione as  =  ar + ( s ( r ) ( d ,  poiché è a2 = 7 e a5 = 19, si ha:

a5 = a2 + 3 d
da cui si ricava che d = 4.  Si ha così la progressione:

( 3, 7, 11, 15, 19, 23.

       Prendendo in considerazione la seconda soluzione ( a2 = 19 e a5 = 7) si trova d = ( 4 e la progressione è:

( 23, 19, 15, 11, 7, 3.

       Osservazione.  Il problema può essere risolto anche in altro modo.  Indichiamo con 2 y la ragione e con (x ( y) e (x + y) i termini intermedi.  La progressione è:

x ( 5 y,     x ( 3 y,     x ( y,     x + y,     x + 3 y,     x + 5 y.

       Si ottiene così il sistema:
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che ammette le due soluzioni:
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e quindi le progressioni sono coincidenti con quelle trovate con il metodo precedente.

15) In una progressione aritmetica crescente di 5 termini, la somma dei quadrati dei termini di posto dispari è 107 e quella dei quadrati dei termini di posto pari è 58.  Trovare i cinque numeri.

       Indicando con x il primo termine e con y la ragione, si ha:

a1 = x,     a2 = x + y,     a3 = x + 2y,     a4 = x + 3y,     a5 = x + 4y.

       Dalle condizioni del problema si ottiene il sistema:
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       Svolgendo le operazioni indicate e semplificando si perviene al sistema:
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che è un sistema omogeneo di soluzione laboriosa.

       Se invece indichiamo con x il termine centrale e con y la ragione, si ha:

a1 = x ( 2 y,     a2 = x ( y,     a3 = x,     a4 = x + y,     a5 = x + 2 y
e si perviene così al sistema:
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       Svolgendo i calcoli si ottiene il sistema:
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sistema che possiamo risolvere con il metodo di riduzione.  Si hanno così le soluzioni:
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e le progressioni cercate sono le seguenti:

( 1, 3, 5, 7, 9     e    (  ( 1, ( 3, ( 5, ( 7, ( 9

       La seconda soluzione non è accettabile perché la progressione non è crescente.

16) Calcolare i lati di un triangolo rettangolo sapendo che sono in progressione aritmetica e che l’area del triangolo è di 24 cm2.

       Indichiamo con x il lato intermedio, cioè il cateto maggiore, e con y la ragione.  Il cateto minore è allora x ( y e l’ipotenusa x + y.  Si ha il sistema:
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       Semplificando si perviene al sistema:
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che ammette le soluzioni:
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       La soluzione x = ( 8 è da scartare perché la lunghezza del cateto non può essere negativa, per cui possiamo dire che i lati del triangolo misurano 6m, 8m, 10m.

17) In una progressione aritmetica la somma del quarto e del settimo termine è 85 e la somma del sesto e del tredicesimo è 57.  Determinare la somma dei primi 12 termini della progressione.

       Si ha:

a4 + a7 = 85;          a6 + a13 = 57

       Poiché è:

a4 = a1 + 3d,     a6 = a1 + 5d,     a7 = a1 + 6d,     a13 = a1 + 12d
si perviene al sistema:
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       Sviluppando e semplificando si perviene al sistema:
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che ammette la soluzione:
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       Per determinare S12 dobbiamo dapprima calcolare a12.  Si ha:
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e quindi:
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18) La somma di quattro numeri razionali in progressione aritmetica è 20 e il loro prodotto è 384.  Trovare i quattro numeri.

       Indichiamo con  2 y  la ragione e con  x ( y  il secondo termine.  Si ha:

a1 = x ( 3y,     a2 = x( y,     a3 = x + y,     a4 = x + 3y.

       In base ai dati del problema si ottiene il sistema:
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       Dalla prima equazione si ricava immediatamente x = 5.  Sostituendo nella seconda equazione e sviluppando si ottiene l’equazione biquadratica:

9 y4 ( 250 y2 + 241 = 0

le cui soluzioni sono:
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       Poiché i termini della progressione devono essere razionali, le soluzioni  
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  non sono accettabili.  I numeri richiesti sono allora:

( 2, 4, 6, 8.
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