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1) Studiare la seguente funzione polinomiae:
y=x>- 6x*+11x- 6

CAMPO DI ESISTENZA.
Poiché s tratta di unafunzione polinomiale, risulta:

CE ={x R:- ¥ <x<+¥}

Lafunzione non ha asintoti verticai!!!

INTERSEZIONI CON GLI ASSI.
Poiché s € in presenza di un polinomio di terzo grado, occorre, in primo luogo, vedere
se e possibile scomporlo nel prodotto di due polinomi, uno di primo grado ed uno di
secondo grado, attraverso la Regola di Ruffini. | divisori del termine noto, 6, sono
esatamente+ 1, + 2, + 3, + 6. Maaloras ha

P(x)=x%- 6x*+11x- 6
da cui, procedendo per tentativi, risulta
P(x=+1)=1*- 6 4* +114- 6=1- 6+11- 6=0
cioeper x = +1 il polinomio s annulla. Quindi s ottiene il seguente prospetto:

1 -6 11| .6

+1 1 -5 6
1 -5 6 0

Pertanto il polinomio P(X) si puo0 scrivere anche nel seguente modo:

P(x)=x*- 6x*+11x- 6=(x- 1)(x2 - 5x+6)

Inoltre & possibile scomporre il polinomio di secondo grado:
Q(X)=x’- 5x+6

utilizzando la formularisolutiva:



_+5+:/25-24 5+\1 5+1 5-1 5+1

X 5 > > > P x=—=2 e x2:7:3
Quindi risulta:

Q(x)=x*- 5x+6=(x- 2)(x- 3)

dacui:

P(x)=x*- 6x% +11x- 6=(x- 1)(x*- 5x+6) =(x- 1)(x - 2)(x - 3)
E ora possibile determinare le intersezioni della funzione con gli ass cartesiani:
1X20 ix=0

| s o i P
TYy=X-6Xx+11x-6 {Yy=-6

b |A=(0,- 6)[&il punto di intersezione della funzione con I asse y
1y=0 1y=0
- Sy = [N I
i y=0 i y=0 [ix-1=0  1x=1
it b i R -
10=C- 6 +11x- 6 f(x-1)(x-2)(x-3)=0 " jix-2=0" j%=2
fAx-3=0 =

sono i punti di intersezione dedla

b |B=(L0)| [C=(20)| [D=(3.0 funzione con I asse x

N—

SEGNO DELLA FUNZIONE.

Risulta:
ix-1>0
y>0b X*- 6x2+11x- 6>0 b (x-1)(x- 2)(x-3)>0 b {x-2>0P
Ix-3>0
1x>1
b {x>2

1x>3




LiMITI AGLI ESTREMI DEL CAMPO DI ESISTENZA.
lim ¥i= lim (X - 6x* +11x- 6) = [im (x°) = +¥

X® +¥ X® +¥ X® +¥
[im = lim (% - 6X° +11x- 6) = lim (x*) = - ¥
X® - ¥ X® -¥ X® - ¥

Lafunzione non ha asintoti orizzontali!!!

STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA.
Risulta:

D(x*- 6x?+11x- 6) =3x* - 12x +11

dacui segue:

y'>0bP 3x*-12x+11>0

Troviamo, in primo luogo, le soluzioni dell’ equazione associata a tale disequazione:

+6+4/36- 33 6+4/3 6- 3 e x= 6+J§

X, = = P xl——@_42 @r,57
' 3 3
dacui:
3 -12x+1150 b x<8 Y3 o x58+V3
3 3
6-/3 6++/3
3 3
++++ ++++++
Crescenza Crescenza
M m
Dungue lafunzione ha un massmo in x=6_—3\/:—3 ed un minimo in x=6+—?:/§.
In particolare:
.3
- - /30
63, %30 a5 /30 11;@_&_6@038
3 ¢ 3 g & 3 g 2
.3 .2
0 0
_6+V3 y=§6+\/§+ i 6?6“/5’ 11?6+“/§+- 6@ 0,38
3 ¢ 3 g & 3 g 2



Ne segue, quindi, che:

m(2,57;- 0,38)

eil punto di minimo

M (1,42;0,38)

IL GRAFICO.

eil punto di Massimo

YA

B/ZN\C

\ Lo




2) Studiare la seguente funzione razionale fratta:
X2 +4

y_2x2— X- 3

CAMPO DI ESISTENZA.
Poiché s tratta di una funzione razionale fratta, risulta:

CE ={X R:2¢- x-31 0
poiché;

_+1+1+24 1+25 1+5

2x°- x-3=0P = p
%z 4 4 4
P )(1:55:-1 e X2:E:§:1,5
4 4 2
Ne segue:

CE. = ixT R:-¥ <x<-1- 1<x<§,§<x<+¥u = ixT R:xt-1x? 30
| 2'2 b 2h

cioe:

AV.:x:-l,x:§
2

INTERSEZIONI CON GLI ASSI.

Risulta:

ix=0 1 x=0 .. . : .

I , JI A=%D 40| ¢il punto di intersezione dellafunzione
L X+4 P I AP AT o onlassey

IY=52 f T3 <

| 2X° - x- 3 3

0=_2X +4 I_x+4 =0 }x2+4=0 }mai (somma di due quadrati)

|
|

.I. —_— -
P 2-x-3 t2d-x-3

P lafunzione nonintersecal’ asse x

SEGNO DELLA FUNZIONE.
Risulta:

W2 +4 P32 +4>0 ] sempre (somma di due quadrati)
y>0p —————>0b |
2x° - x- 3 i2x*- x- 3>0

——

p 3
- X< - X>—
L 2

t



LIMITI AGLI ESTREMI DEL CAMPO DI ESISTENZA.

imyi= I aex+46|. aexol
ImYy-=Im
X® +¥ x®+¥g2X - X- Sg x®+¥g2X 17}

cioe larettadi equazione y = > € un asintoto orizzontale per lafunzione.

AO;y:%:OB

STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA.

Risulta:

® X+4 6 2x(2x2- X - 3)- (x2+4)(4x-1) _

§2x - x- 35 (2x2- X - 3)2 )
_4x - 2X2 - B6X- 4x3 + X2 - 16x+4=-x2- 22X + 4

(2x2 - X- 3)2 (Zx2 - X- 3)2
da cui segue'
S0 S 22x+4 } x2-22x+4>oID ?x2+22x- 42<o
(2x-x-3) i (2% - x- 3) >0 (2 -x-3 >0

Poiché risulta:

X +22x- 4=0bP x,=

-11+ \/1121+4 —_11+V15B p

p X1=-11-\/125@-22,18 e x =-11++/125@0,18



Segue;

y'>0Pb tx +22x- 4<0 1 11- 125 < x< - 11++/125
;(ZX - X- 3) 0 Tsemwe(eun quadrato)

-11- V125 - 11++/125

Crescenza
m M

Dungue lafunzione haun minimo in x=-11- J125 ed unmassmoin x=-11++/125.

In particolare s ha:

(- 11- \/12_5)2 +4

11 B y- |

x=-11- /125 b vy TR T @n,49
2

x=-11+/125 b y= (- 11+ AZ5) +4 @ 129

2(- 11+\/125)2 - (- 12+/125)-
Ne segue, quindi, che:
M (0,18;- 1,29)| &il punto di Massimo

m(- 22,18;0,49)| &il punto di minimo




IL GRAFICO.

Osservazione.
La funzione interseca |’ asintoto orizzontale. Possiamo cacolare il punto di intersezione

: 1 . : :
tralafunzione assegnata e laretta y = > risolvendo il seguente sistema:

I X +4
i y:m 2 + 4 1 (essendo ugudli i primi membri delle due
1 -2 . 55 equazioni dd sistema dovranno necessariamente
i1 2X°- X-3 2 : : : :
Ly== essere uguali anche i secondi membri)
T 2
2 2(x*+4)-(2x*- x- 3
p_X** logp ( )2( )=0b
ox%- x-3 2 2(2x*- x- 3)
b 2(x?+4)- (2x%- x- 3)=0 b 2xX*+8- 2x*+x+3=0 b x+11=0Pp x=-11
106

Dunqgueil punto di intersezione sara | :g 11,§+.
[



3) Studiare la seguente funzione irrazionae:
x?-1
X- 2

y:

CAMPO DI ESISTENZA.

Osserviamo in primo luogo che la funzione data e irrazionae: il suo indice di radice €
pari, pari a 2, ed il suo radicando € una frazione; poiché s tratta di una radice quadrata,
essa e definitasolo per i valori della x per i quali il radicando e positivo; inoltre, essendo
Il radicando una frazione, bisogna considerare anche il denominatore diverso da zero.
Risulta, pertanto:

. , ] 1 x?-13 ou
A - ua 1 4 T 1
CE.=ixl ]R:X 213 0O,x- 21 Og:ixl RZ:'X- 2>0y=
i R b
I IX£-Ix® +0
=ixi R:fx>2 ;/
I Ix12 i
-1 1 2
A" 4
++++++ | - - - - - ++++++++F++H+H++
....................... + + + +
la la la la
funzione funzione funzione funzione
non e e non e e
definita definita definita definita

CE|={xl R:-1£x£1,2< x<+¥}

Ne segue che la retta di equazione x = 2 rappresenta un Asintoto Verticale per la

funzione data.
AV..X=2




INTERSEZIONI CON GLI ASSI.

1X=0 1X=0 = 19 &il punto di interseri

I i _ 19 &il punto di intersezione
'I'y= x2-1P 1y: }@0’70 b b A go’\/;é dellafunzione conI’asse y
| X- 2 | 2

iy=0 iy=0 =0

I X

b [B=(-10)| |C=(10)|sonoleintersezioni dellafunzione con Iasse x

SEGNO DELLA FUNZIONE.

2_ 2_
X 1>0ID X -1
X- 2 X- 2

y>0b >0 b sempre nel campo di esistenza

LiMITI AGLI ESTREMI DEL CAMPO DI ESISTENZA.

S ha

: . aex -10
lim Y= |Im§ ==,/ -
X® +¥ X® +¥ x®+¥ ﬂ

Ne segue che, per X ® + ¥, Iay® + ¥ : dunque lafunzione non ha Asintoti Orizzontali.
S ossarvi, inoltre, che non e stato calcolato il limite dellafunzione per x chetendea - ¥

In quanto in tale parte di piano essa non € definita.

STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA.

Risulta:
%( 10
,x-lo gx 2;a 2x>(x 2) - 1>(x-)
) ,x - ’x - (x— 2)
- X +1_ -4x+1
x2—1 (x—2) ) x2—1 (x— 2)°

X- 2 X- 2

10



3 I /
:;>0 1 X 1>O
. o 1 X2 -1 iV X-2
y'>0p —= X op 1AX 2 bl ax+150p
o X2t (x-2) L x?- 4x+1 L(x- 2)*>0
X- 2 ) >0 T
f (X 2)° f
) o i sempre nel campo di esistenza
isempre nel campo di esistenza e
b Ix- ax+1>0 P i%, Q—Z V3
i T
} sempre perche e un quadrato 1 sempre perche & un quadrato
i sempre nel campo di esistenza
i
b {x<2-+/3@0,26;x>2++3@8,73

~

; sempre perche e un quadrato

2- 43 2++/3
Derivata
Crescenza Decrescenza Crescenza
M m
o
= C. E.

lafunzione e
defl nita

unzione e
definita




Dall’unione del due grafici (segno della derivata prima e campo di esistenza) ne segue

chelafunzione haun massmoin x=2- \/5 ed un minimo in X=2+\/§.
In particolare s ha:

) i (2 J§)2
X=2++3 b y= (2+\E) @2,73

Ne segue, quindi, che:
M (0,26;0,73)| &il punto di Massimo

m(3,73;2,73)| &il punto di minimo

IL GRAFICO.
YA |
|
- - |
O O 7!
3 g-) 3 g')l
—h —h |
D S w @ S|
O DTNS o '
D — o = >
— O — O
- > :3:
— (D —~
QD QD |
|
L




4) Studiare la seguente funzione esponenziale:

X+1

y o eX2+X

CAMPO DI ESISTENZA.

Poiché s tratta di una funzione esponenziae, il cui esponente € una frazione, il suo
campo di esstenza € rappresentato da tutto I'asse readle esclus i punti in cui il
denominatore della frazione si annulla, cioe:

CE ={d R:X+xt 0} ={d Rix(x+1)* O} ={xd R:x* 0,x+11 O} =
={Xd R:xt 0,x-1=f{xI R:- ¥<x<-1-1<x<0,0<x<+¥}

Ne segue subito chelerette x=- 1 ed x = 0 (asse y) sono due asintoti verticdi per la
funzione assegnata.
AV..x=-1,x=0

INTERSEZIONI CON GLI ASSI.

Osserviamo, in primo luogo, che la funzione non intersecal’ asse y, perchéin x = 0 essa
presenta un asintoto verticale.
jy=0 }jy=0 iv=0
!’ x+1 p -!' xtl D 1 y

P non ci sono intersezioni con |’ asse x

|
jr'O:ex2+x ;feX2+X =O ’|‘mal

SEGNO DELLA FUNZIONE.
S ha
X+1

y>0p e’ >0 b semprein quanto s trattadi unafunzione esponenziale, cioé:

y>0

LimiTi AGLI ESTREMI DEL CAMPO DI ESISTENZA.

Risulta:
X+l s . Xl o X 0 . a:‘l_g
||m y - ||m &éxz+x 2: eljaqggxz"'xb = el!@t!}éxzé' — e!«!)[l'gxb — eO =1
X® +¥ X® +¥ =
%]
X+ s P XL 6 FEX 0 -
lim y= lim & X2+x g: e!«lar-ggxz"'xb — e!<<lar-péxzﬁ — e!(ér!:%xb — e0 =1

X® - ¥ X® - ¥
(4]

13



Nesegueche, per x® +¥,lay® 1:dunquelarettay =1 éun Asintoto Orizzontale sSa
Destro che Snistro (lafunzione, cioé ci tende sia da destra che da sinistra).
AO..y=1

STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA.
Si ottiene:

ety aex+1o X aE1>(x +x) x+1(2x+1)(_j

g o=e 0 =
g e 2+ x) o
XL 2Ll ox?- x- 2X- 1 L %2 -2x-1

—ex+x)§ eX+Xx 5

S (SR N (x*+x)
g X2+ X p X2+ X
dacui:
[ x>0
l = T el >
1 (e >0 ie
— -x?-2x-1 I

y|>0p eX2+Xx—2>Op |_X2_2x_1 p :,'X2'2X'1>Op
.- >0 .I.

72 5 2
i (X% + X ix“+x) >0
i () £ +x)
X+1
i e’ >0 i sempre (in quanto funzione esponenziale)
p %x2+2x+1<0 p :x +2x+1<0
i (Xz + x)2 >0 {sempre (in quanto e un quadrato)

|
Troviamo, pertanto, le soluzioni dell’ equazione associata ala disequazione che figura
nel sistema. Poiché risulta:

X2 +2x+1=0 b (x+1)=0b x=-1

segue:
i sempre (in quanto funzione esponenziale) 1 sempre
y'>0b j b +2x+1<0 b I(X"'l) <0b
T sempre (in quanto € un quadrato) } sempre
i sempre

p % mai (€ un quadrato)
1 sempre

14



Decrescenza

Dunque la funzione e sempre decrescente, ovvero non presenta né massimi né minimi.

IL GRAFICO.
Y A
!
l
l
l
l
!
l
l
!
y=1 |
_____________ | I ... —
l
l
VO >
l
!
l
l




5) Studiare la seguente funzione logaritmica:
=In(3x+2x?)

CAMPO DI ESISTENZA.

Poiché s tratta di una funzione logaritmica il cui argomento € un polinomio di secondo
grado con termine noto nullo, il campo di esistenza s ottiene esclusivamente imponendo
che I’argomento dedl logaritmo sia strettamente positivo (il polinomio, infatti, € definito
su tutto I’asse reale!!!) . Allorarisulta:

] ) |- 3 :
CEl={ R:&+2¢>00 ={x R:x(3+29 >0 = I xI R:x<-§:—1,5,x>0\z
3
2 0
S A"’ J
R N | e

ce. | Non | ~p
esste

cioelerette x =- > ed x = 0 sono due asintoti verticali per lafunzione assegnata.

AV.:X=- §,x=0
2

INTERSEZIONI CON GLI ASSI.
Osserviamo chein x = 0 lafunzione non é definita, per cui non intersecal’ asse y.

jy=0 J 1y=0 J 1y=0 .
0=In(3x+2¢) * jIn(3x+2) =0 ;) _ o
iv=0 iv=0 iv=0
L p i) b
T3X+2x" =1 3x+2x°-1=0 72x"+3x-1=0
}.y=0
P Ly _-3+J9+8 _-3:17 P
172 4 4
}v=° y=°
Pi .3 e 1 -3+
%= \/—@178 % = \/_

4

16



o [a=®3 J_7 - 883+\/_7 d sono i punti di intersezione
9 9 "l dellafunzione con I asse x

SEGNO DELLA FUNZIONE.
Risulta:
|n(3 x+2x2)

y>0Pb In(3x+2x2)>0p e > b 3x+2x2>1b 3x+2x°-1>0Pp
- 3- -3+
P 2x*+3x-1>0p x< 34\/1_7,x> 3+V17

avendo gia calcolato precedentemente (nelle intersezioni con I'asse X) le soluzioni
dell’ equazione associata alla disequazione di secondo grado.

-3- 17 -3+\17
4 2
+++ | - - - - - - - ++ +
y>0 y<O y>0

LiMITI AGLI ESTREMI DEL CAMPO DI ESISTENZA.
[im ¥/= lim §n (3X+2X )u_ln I|m(3X+2X )—Ing(hm(Zx +3X)[;I In(+¥ ) =¥

X® +¥ X® +¥ ® +¥ t ® +¥
Xl@gnl y—xlénlg (3x+2x )u—lngjénl(3x+2x )—Ingjén;(Zx +3x). In (+¥)=+¥

Lafunzione non ha asintoti orizzontali!!!

STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA.

Risulta:
DEn(3x+2x?)u= 3+ 4x
g ( )U 3x+2x 4 )
dacui segue:
. i 3
R 3 X>-—@ 0,75
i 3+4x>0 tx>-2
y'>0b 331‘2‘X2>0p i AT A - ! g
X+ 2X P 3X+2x°>0 Fx(3+2%) >0 }x<-§,x>0

17



Derivata

0

Crescenza

Campo di esistenza

Dunque, tenendo conto dei due grafici contemporaneamente, segue che la funzione non
ha né massmi né minimi: le rette x=- g ed x = 0 sono, infatti, due asintoti verticali

dellafunzionel!!

IL GRAFICO.

aupizunj e
v><

>
I
]
N w
>
o
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