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1) Studiare la seguente funzione polinomiae:
y=x>+3x°- 6x- 8

CAMPO DI ESISTENZA.
Poiché s tratta di unafunzione polinomiale, risulta:

CE ={x R:- ¥ <x<+¥}

Lafunzione non ha asintoti verticai!!!

INTERSEZIONI CON GLI ASSI.

Poiché s € in presenza di un polinomio di terzo grado, occorre, in primo luogo, vedere
se e possibile scomporlo nel prodotto di due polinomi, uno di primo grado ed uno di
secondo grado, attraverso la Regola di Ruffini. | divisori del termine noto, 8, sono
esattamente+ 1, + 2, + 4, + 8. Maaloras ha

P(x)=x>+3%°- 6x- 8
da cui, procedendo per tentativi, risulta
P(x=+1)=1°+3%°- 6X4- 8=1+3- 6- 8=-101 0
P(x=-1)=(-1)°+3%-1)"- 6x-1)- 8=-1+3+6- 8=0
cioeper x = +1 il polinomio s annulla. Quindi s ottiene il seguente prospetto:
1 3 -6 | -8

-1 -1 -2 8
1 2 -8 0

Pertanto il polinomio P(X) s pu0 scrivere anche nel seguente modo:

P(x)=x*+3x*- 6x- 8=(x+1)(x2+2x- 8)

Inoltre e possibile scomporre il polinomio di secondo grado:
Q(x)=x>+2x- 8



utilizzando la formula risolutiva:

&22;13111§:-11J§:-113D X=-1-3=-4 e x,=-1+3=2
Quindi risulta:
Q(x) =x*+2x- 8=(x- 2)(x+4)

dacui:
P(x)=x+3x° - 6x- 8:(x+1)(x2 +2X - 8) =(x+1)( x- 2)(x+4)
E ora possibile determinare le intersezioni della funzione con gli assi cartesiani:

ix=0 ix=0
0, b i b
jy=x"+3X-6x-8 {y=-8
b |A=(0,- 8)| &il punto di intersezione dellafunzione con I'asse y

1y=0 1y=0
1y=0 =0 lix+1=0 fx=-
LY b 1] p i p

iy
P i
1

F0=xC+3¢- 6x- 8 §(x+1)(x- 2)(x+4)=0 e 220 x,=2

fix+4=0 fx,=-4
sono i punti di intersezione dedla
funzione con I’ asse x

p |B=(-4,0)| |C=(-1,0)| [D=(2,0)

SEGNO DELLA FUNZIONE.

Risulta:
1 x+1>0
y>0b x*+3x- 6x-8>0 b (x+1)(x- 2)(x+4)>0b {x-2>0b
Ix+4>0
ix>-1
b {x>2

1x>-4




LIMITI AGLI ESTREMI DEL CAMPO DI ESISTENZA.
lim Y= lim (¢ +3x - 6x- 8)= lim(x°) =¥

X® +¥ X® +¥ X® +¥
[im Y= lim (% +3x’ - 6x- 8)=lim(x°) =+ ¥
X® - ¥ X® - ¥ X® - ¥

Lafunzione non ha asintoti orizzontali!!!

STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA.

Risulta:

D(x*+3x?- 6x- 8)=3x*+6x- 6

dacui segue:

y'>0Pb 3x*+6x-6>0P Xx*+2x-2>0

Troviamo, in primo luogo, le soluzioni dell’ equazione associata a tale disequazione:

_-1E142
1

27

“1+/3 b x=-1-/3@273 e x,=-1+3@0,73

dacui:
X2+2x-2>0b x<-1-4/3 e x>-1++/3
-1-43 _1+43
++++ ++++++
Crescenza Crescenza
M m

Dungue lafunzione haun massmoin x=-1- V3 edunminimoin x=- 1++/3.
In particolare:

x=-1-3 b y=(-1- J§)3+3(-1- Jé)z- 8- 1- vB)- 8@039
x=-1++/3 b y=(-1+J§)3+3(-1+J§)2- 6(- 1++3)- 8@ 10,39

Ne segue, quindi, che:
m(0,73;- 10,39)| &il punto di minimo

M (- 2,73;10,39)| &il punto di Massimo




IL GRAFICO.
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2) Studiare la seguente funzione razionale fratta:
22X +x-1

X2 +2
CAMPO DI ESISTENZA.
Poiché s tratta di unafunzione razionale fratta, risulta:

CE ={X R:X+21 0 ={x R:- ¥ <x<+¥}

poiché X + 2 & sampre diverso da zero (& la somma di due quadrati, essendo 2 il

quadrato di J2 ).
Lafunzione non ha asintoti verticai!!!

INTERSEZIONI CON GLI ASSI.
Risulta:

1x=0 ix=0

19| &il punto di intersezione
A=20,- =2 _
-'-y:Mp .'.y:_lz-o,5p & 24 dellafunzioneconl’assey
{ X +2 t 2
iy=0 ijy=0 .
¥y 22 1P %ZZ 1 P }yzo
KX LT XX o0 12X+ x-1=0
b x@+2

b

£0=

4 4 4
=0 }y=0

-1-3 e -1+ 3

Iy
II =_- "=-1 .I. = P
£ %77

-1
2

p [B=(-10) :g,of sono i punti di intersezione della funzione con I’ asse x
7

SEGNO DELLA FUNZIONE.
Risulta:

N

1 1
| X<-1,x>—
I 2

|
{ sempre (somma di due quadrati)

2X% + X - 1op j2x*+x-1>0
= :

y>0Pp
X" +2 ixX*+2>0



: . a@xP+x-16_ . &2x*0
lim Y= limgc————==lim¢c—=
X® +¥ X®i¥g X +2 g x®@=¥ X 1]

cioe larettadi equazione y = 2 € un asintoto orizzontale per 1a funzione.
AO.:.y=2

STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA.

Risulta:
Dan +x-10_ (4x+1) >(x +2) (2xzz+x-1)>(2x)=
8 X +2 g (X +2)
:4x3+8x+x +2- 4% - 2x2+2x=-x2+10x+2
[e2) (e+2)
da cui segue:
i F-x2+10x+2>0 §x*-10x- 2<0
y'>0b X2+1OX:2 op | o | 2
R R (R
Poiché risulta:

+
X2-10x- 220 b x,=2tY2*2 Vi5+2=5iﬁ b
b x=5-27@019 e x =5+27@0,19
segue:

y'>0b 1X2'1°X'2<° 15- 27 <x<5+427
|

i (x + 2) >0 I sempre (& un quadrato)



5-27  5+27

Crescenza
m M

Dunque lafunzione haun minimo in x=5- 27 ed un massmoin x=5++/27.

In particolare s ha

x=5- /27 b y:2(5_ \/E)Z-"(S' \/E)- 1

(5-\/5)2+2 @054
x=5+J27 b y= 2(5+\(/§—7)\/;_7()52+\i§)- 1@2,04

Ne segue, quindi, che:
M (10,19;2,04)| &il punto di Massimo

m(- 0,19;- 0,54

N—

eil punto di minimo




IL GRAFICO.

Osservazione.
La funzione interseca |’ asintoto orizzontale. Possiamo calcolare il punto di intersezione
tralafunzione assegnata e laretta y = 2 risolvendo il seguente sistema:

]_ 2X2 +x-1 (essendo uguali i primi membri delle due equazioni del sistema
| = @

i X2 +2 b 2X;2++X2' 1:2 dovranno necessariamente essere uguali anche i secondi membri)
ty=2
2 4y 2 4 yo - 2 _
p XXl pogp KX L XA 5p X 5_gp x.5-0p
X" +2 X +2 X +2
P x=5

Dunque il punto di intersezione sara | =(5,2).



3) Studiare la seguente funzione irrazionale:

y= B/XZ +1
X’ - 4
CAMPO DI ESISTENZA.

Osserviamo in primo luogo che la funzione data e irrazionae: il suo indice di radice €
dispari, pari a3, ed il suo radicando € una frazione; poiché s tratta di una radice cubica,
e definita su tutto I’asse reale, ma essendo il radicando una frazione bisogna
considerare il denominatore diverso da zero. Risulta, pertanto:

CE ={XR:X-41 0 ={xXR:Xt £+ =

=X R:- ¥ <x<-2,-2<Xx<+2,+2<x<+¥}

Ne segue subito che lerette x = - 2, x = + 2 sono due asintoti verticali per la funzione

assegnata.
AV.X=- 2, X=+2

INTERSEZIONI CON GLI ASSI.

i 5 b [a=2D 3/10
I X2 +1 I 1 ,1 —CY 4T
.\ = 3 =3-==-3=@ 0,62 e [
%y X°- 4 |y 4 4
iy=0 iy=0 1y=0 .
+0=3 w3 =0 =0 X +1=0
] x2-4  1\x2-4 x?-4 !
iy=0 ) ) .. ,
b ’|'\ P non c¢i sono intersezioni con |’ asse x

i mai (somma di due quadrati)

SEGNO DELLA FUNZIONE.
S ha

2 2 N 2+1>
y>0|313/xz+1>0|3 X+ oop X0,
X -4 X -4 ixX*-4>0

i sempre (somma di due quadrati)
%x<-2x>+2




LimiTi AGLI ESTREMI DEL CAMPO DI ESISTENZA.

Risulta:

&[x2+10 &< +10
lim Y= lim g/ ! j=i/lim 20=41=1
X® +¥ x®t¥§ X - 4‘3 x®i¥gX -4y

Ne segue che, per X® + ¥,lay® 1: dunque larettadi equazione y = 1 e un Asintoto
Orizzontale.

AO..y=1
STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA.
Si ottiene:
Daex2+1t_')
Dae;’ x*+10_ -4y 1 v2x(x2- 4)- 2x(x2+1) _
2 i - - 2 -
é X% 33ae<2+102 3369(2+102 (- 4)
& - 45 &2 - 45

B 1 2X° - 8X- 2X%- 2X _ 1 _ -10x
- - 2 - - 2

Le+1d (-4 e +18 (x-4)

X2 - 4 8- 4y
Ne segue
| 1 ] / 2416
i . >0 _|_3€\ex2_1+ >0
1 10 Y e X4
y'>0b 2"(_2 X)2>0|: LVEX-45 b j-10x>0 b
2t +16 (X°-4 [ i 2
3i/ e | 1OX2 0 ((x-4) >0
T f(e-4) !

10



i sempre (il radicando e un quadrato e quindi sempre positivo)
P % x<0

¥ sempre (somma di due quadrati)
_’\2 0 ’2‘

VoV

Crescenza M

Dunque il punto di massmo, ottenuto in x = 0O, coincide esattamente con il punto di
intersezione dellafunzione con I’ asse y.

IL GRAFICO.
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4) Studiare la seguente funzione esponenziae:
X - 2x
y =-e X+l

CAMPO DI ESISTENZA.

Poiché s tratta di una funzione esponenzide, il cui esponente € una frazione, il suo
campo di esstenza e rappresentato da tutto I'asse reale esclus | punti in cui il
denominatore della frazione si annulla, cioe:

CE[={X R:x+1t O} ={X R:x® - I} ={xI R:- ¥ <x<-1,- 1<x<+¥}

Ne segue subito chelaretta x = - 1 € un asintoto verticale per lafunzione assegnata.
AV.x=-1

INTERSEZIONI CON GLI ASSI.

'|,'X_O b 1X=0 b A:(Ol) eil punto di intersezione
Py exxjx ;y ei;:;’_ 0 =1 1 delafunzionecon I'asse y
| y=0 jy=0 | y=0
xox PO xoax P P non ci sono intersezioni con |’ asse x
ol mai
TO ex+1 Te x+1 =0 |

SEGNO DELLA FUNZIONE.
S ha
x2- 2x

y>0Pb e* >0 b sempreinquanto s trattadi una funzione esponenziale, ciog:

y>0

LimiTI AGLI ESTREMI DEL CAMPO DI ESISTENZA.
Risulta:

axX-2xH _9
lim Y= limge ** +‘ex®|:!‘E Xl ‘Z’—e*®+¥ X’Z'—elxg@r*!)( ) —e™ J+¥
X® +¥ X® +¥

ﬂ
24
$x2-2xo 2x0 || %0 || () 1 1
lim Y= lim ge ** ;_ex®mgx+lg_e“® X"’—e*® =e_¥=—¥=—=0
X® - ¥ X® - ¥ ﬂ e ¥



Ne segue che, per X® - ¥,lay ® 0: dunque laretta y = 0 € un Asintoto Orizzontale
Snistro (lafunzione, cioé ci tende solo da sinistra).
A.O0.S:y=0

STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA.
Si ottiene:

pBEHO_ LB e 2x_ Sk 2K 2)(x+])- (X - 2x) 40
L0 Toet S T ey
_exxjx B +2x- 2X- 2- X +2xO e%xw
(x+l) 5 (X+1)2
dacui:
. ‘| X2- 2X
i x2-2x --e X+1 >O

X2 242X 2 fer >0 [
y'>0pP el x———> Opix+2x2 P xX+2x-2>0Pp

S T (SR

i sempre (in quanto funzione esponenzale)
b [x2+2x-2>0
{Sempre (in quanto e un quadrato)

Troviamo, pertanto, le soluzioni dell’ equazione associata ala disequazione che figura
nel sistema. Poiché risulta:

144/
X2 +2x- 2=0 b )Q’Z:Lfm:-li\/éb
b x=-1-4/3@273 e x=-1+3@0,73
segue:
i sempre (in quanto funzione esponenziale) 1 sempre
y'>0P X +2x-2>0 b {x<-1- V3,x>-1+43

Tsempre (in quanto € un quadrato) I ; sempre

13



Crescenza Decre- Crescenza
scenza

M m

Dungue lafunzione haun massmoin x=-1- V3 edun minimoin x=- 1++/3.
In particolare s ha

CERERECENE)
x=-1-3 b y=e ¥ @ 00005

(-1+3) 2(-15)
x=-1+3 b y=e ™"  gosg

Ne segue, quindi, che:
m(0,73;0,58)| &il punto di minimo

M (- 2,73;0,00005)| &il punto di Massimo




IL GRAFICO.
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5) Studiare la seguente funzione logaritmica:
y=In(x* +4x)

CAMPO DI ESISTENZA.

Poiché s tratta di una funzione logaritmica il cui argomento € un polinomio di secondo
grado con termine noto nullo, il campo di esistenza s ottiene esclusivamente imponendo
che I’argomento dedl logaritmo sia strettamente positivo (il polinomio, infatti, € definito
su tutto I’asse reale!!!) . Allorarisulta:

CE ={X R:X+4x>0 ={X Rix(x +4) >0 = {xI R:x<-4,x>0}

3

A\’

+++ | - -~ | +++

CE. | Non ' cg
esiste
cioélerette x =- 4 ed x = 0 sono due asintoti verticali per lafunzione assegnata.
AV.:x=-4,x=0

4
N\

INTERSEZIONI CON GLI ASSI.
Osserviamo chein x = 0 lafunzione non é definita, per cui essanon intersecal’ asse'y.

jy=0 jy=0 jy=0

+0:|n(x2+4x) P -Ifln(x2+4x)=0 P ; e|n(x2+4x)=eo >

< -
1
o

1y=0 1y=0

p P i,

D +4x=1 (X +4x-1=0 [ X, =
|

1y=0 o 1y=0 b

%&:'2'6@4,23 %X2=-2+\/§@),23

b A:(-Z- JEO) B:(-2+J§,O) Se/plol punti di inter?ezione
dellafunzione con I’ asse x

SEGNO DELLA FUNZIONE.
Risulta:
In(x2+4x)

y>0bpb In(x2+4x)>0b e
P x<-2-J§,x>-2+J§

> b x¥*+4x>1b x*+4x-1>0Pb

16



avendo gia calcolato precedentemente (nelle intersezioni con I'asse X) le soluzioni
dell’ equazione associata alla disequazione di secondo grado.

-2;\\/5 '2""\\/5

y>0 y<O0 y>0

LIMITI AGLI ESTREMI DEL CAMPO DI ESISTENZA.

lim ¥= lim gn(x2 +4x)8: Inggrg(xz +4x): In(+¥) =¥

i = 1im @n(>¢ + ax)0=1n€lim (3@ + 4x) U= In(+¥¢ ) =y
Tim Y= lim @n{x" +4x)g=Inglim (x° + 4x)5=In(+¥)
La funzione non ha asintoti orizzontali!!!

STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA.

Risulta:
; < 1
Dgn(x* +4x|u= 2X +4
dacui segue:
i2x+4>0 ix>-2 iX>-2
y>0p 2*450p 17 l' }
X" +4x PX +4x>0 X(x+4)>0 §x<-4,x>0

4 -2

0

Cre- Crescenza
scenzal
m M m
-4 Jo|
e [#arares]  Canoo s
Non
C.E. esiste C.E.

17



Dunque, tenendo conto dei due grafici contemporaneamente, segue che la funzione non
ha né massmi né minimi: le rette x=-4 ed x = 0 sono, infatti, due asintoti verticali
dellafunzione!!!

IL GRAFICO.
YA
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