CAPITALIZZAZIONE ED ATTUALIZZAZIONE

Abbiamo gia vigo che in generde, i cdcoli finanziari § occupano di scambi tra somme di denaro
con scadenze diverse.

Ad esempio, se supponiamo che un tesoriere d’'impresa oggi compera un titolo pagandolo €1000 e,
tra tre med, lo riscuote, a fronte del’impiego, ricavando €1030, dlora vuol dire che il tesoriere ha
effettuato un’operazione di scambio: “euro oggi”, infetti, sono dati scambiati con “euro a tre mes”,
ovvero con “euro a scadenzafutura’. |l rapporto di scambio sara, quindi:

1030 _ 1,03
1000

e |'operazione effettuata prende il nome di capitalizzazione, intesa come trasferimento di fondi in
avanti nel tempo.

La somma C impiegata € detta capitale investito, mentre la somma M riscossa e detta montante.
Inoltre, il rapporto f tra il montante ed il capitde invedtito & detto fattore di capitalizzazione o di
montante, cioé risulta:

g=M
C

Ladifferenza M - C el'interesse |, cioe:

| =M -C
Nell’ esempio precedente, quindi, S ha
C=1000
M =1030
f :M:1,03

C

| =M -C =30

Condderiamo ora la medesma operazione da punto di vista dd Tesoro, e non dd tesoriere, che
riscuote subito €1000 contro I'impegno a pagare €1030 a tre mes. S trata di un’operazione di
trasferimento di fondi indietro nel tempo, che prende il nome di attualizzazione o di sconto.
La somma futura S e detta valore a scadenza o valore nominale; la somma immediata A € detta
valore attuale o scontato; il rapporto:

A

F=—

S

prendeil nomedi fattore d’ attualizzazione o di sconto; ladifferenza
D=S- A
e detta sconto.
Nel’esempio iniziderisulta, quindi:
S=1030
A=1000
F = A 0,97087
S

D=S- A=30

Osserviamo orache:

- cypitaizzazione ed attudizzazione sono operazioni di scambio perfettamente Smmetriche;

- i rgpporti di scambio f e F sono tra di loro collegati, nel senso che se gpplichiamo ad una
somma C prima la capitdizzazione, che la porta avanti, e poi I'atudizzazione, che la porta
indietro, otteniamo di nuovo C, condderando ovviamente lo stesso periodo temporde nel
due process Smmetrici;



- feF sonoconiugai s f& =1;
- fe F sono fattori finanziari che dipendono rispettivamente dalla durata dell’impiego e dala
diganza nel tempo di una somma futura, motivo per cui 9 ottengono le due funzioni  f (t) e
F (t). In paticolare, il modo con cui il tempo agisce sui due fattori finanziari & regolato da
due parametri, ovvero dd tasso di interesse e dd tasso di sconto rispettivamente: il primo
governa la velocita con cui il passaggio del tempo fa crescere il montante, cioé f (t,a); il
secondo, invece, governa I'incidenza dell’alontanars nel tempo di una somma di denaro sul
suo valore oggi, cioé F (t,b).
Ricapitolando:
1) una funzione f(ta) o F (t,b), che dipende dd tempo e da un parametro, individua un
regime finanzario, rispettivamente di capitdizzazione e di attudizzazione;
2) fisssndo il vaore dd paamero, 9 ricava una legge finanzaria, rispettivamente di
capitdizzazione, f (t), edi atudizzazione F (t).

Definiamo, inoltre:
- i=f (1) - 1 il tasso di interesse, ovvero I'interesse prodotto da un euro investito per un anno;

- d=1-F (1) il tasso di sconto, ovvero il compenso trattenuto da chi anticipa la somma di un

euro che scade tra un anno.
Inoltre, sef e F sono coniugati, cicesee f« =1, dlorarisulta

1=f& =(1+i)(1- d)=1-d+i-idp 1=1-d+i-idb d-i+id=0pP

N [
1) d(1+i)=ibp d=—
) ( ) i+1
. . d
2) |(d'1):'dp |:7
| -
Dd punto di vida pratico, il tasso di interesse € I'incremento percentude nel primo anno di un
capitde impiegato; il tasso di sconto, invece, € la riduzione percentude di un cepitde anticipato per

un anno. Poiché f = % e F :g , Ne segue che esste un legame di proporziondita tra montante e

capitde, precisamente M =f.«C, e tra vadore scontato e vaore nominade, ovwwero A=F .S. Tdi

proporziondita vagono anche tra interesse e capitde e tra sconto e vaore nominde. Ndla pratica,

pero, esstono varie formule che generano i fattori finanziari e che definiscono i cosiddetti regimi
finanziari usuali, ovvero:

1) la capitalizzazione semplice o dello sconto razionale e caraterizzata da fatto che I'ammontare
degli interess & proporzionde, non solo a C, ma anche dla durata t del’operazione di
capitaizzazione, cioé risulta

1 costante

Per C=1et=1risultal =costante=i (tasso di interesse). Ne segue che i = costante, ovvero:
| =iCtb M =C+| =C +iCt =C(1+it) b f (t) =1+it



Esempio
Se C=1000, i =12%=0,12 et:%:Smesi = 0,25 anni, risultera

M =C(1+it) =10008 +0,12 —9=1030
& 12

Dunqueil fattore di montante f (t)=1+it definisceil regime di capitalizzazione semplice
Il fattore di sconto coniugato F (t) =1+—l't definisce il regime dello sconto razionae o dello sconto
i

semplice. Il tasso e detto tasso di interesse semplice.
Se ora congderiamo il tempo espresso in mes, invece che in anni, otteniamo:
1+it =1+i,°12

avendo indicato con i, il tasso mensle e conI'indice 12 il mese come dodicesima parte di un anno.
Segue, quindi:

. [

iy, =—

12 12
1 , relativo dlafrazione di anno 1 , € detto tasso periodale, mentrei
m m
tass i ed i sono detti tassi equivalenti® in capitalizzazione semplice. Ad esempio, il tasso
trimestrale che equivale d 12% annuo ddll’ esempio precedente &

0,
Iy :12/0 =3%
4

In generdle, ciog, il taso i, =

E orafadile verificare che, cacolando il montante, s ottiene sempre il medesimo risultato:
M =1000(1+3%" 1) =1030
un’gpplicazione della capitdizzazione semplice € reppresentata da BOT (Buoni Ordinari  dd

Tesoro) i cui cdcoli vengono effettuati generdmente in capitdizzazione semplice. Cosa succede
dlora nella pratica? Vengono assegnati il prezzo d'acquisto P ed il vdore di rimborso C>P di un

! Nei calcoli finanziari I'unita di misura maggiormente usata & I’anno ma si pud utilizzare anche il trimestre, il semestre,
il mese, ... In molti casi, infatti, pud risultare piu conveniente calcolare i rendimenti utilizzando unitad di misura
temporali diverse dall’anno. Cio comporta che alla fine, dato che tipicamente i risultati vanno espressi su base annuale,
occorra convertire il rendimento da una base temporale ad un’atra. La conversione pud essere fatta direttamente, in
quanto esistono formule semplici che consentono di calcolare proprio i tassi equivalenti, ovvero di convertirei tassi da
una base temporale ad un’altra all’interno di una determinata legge. Ad esempio se s-t & I’'ampiezza del solito

intervallo temporale in cui si effettua lo scambio di un’operazione finanziaria el ementare espressa in un’ opportuna base
temporale e se indichiamo con s'-t' I'ampiezza del medesimo intervallo temporale in cui s effettua lo scambio di

un’ operazione finanziaria elementare espressa nella nuova unita temporale, risulta:
s-t=q(s-t')
ove q rappresenta proprio il parametro di scala. Ad esempio, se € s- t=2 anni e se volessimo esprimere tutto in

semestri, otterremo s'- t' =4 semestri, cioé q :E . In maniera del tutto analoga, seé s- t =1trimestre e sevolessimo

esprimere tutto in anni, otterremo s'-t' =0,25 anni, cioé q=4. In particolare, nel regime degli interessi semplici, si
ha i'=qi, ovvero il tasso semestrale si ricava da quello annuale dividendo quest’ ultimo per due cosi come il tasso
annuale s ottiene da quello trimestrale moltiplicandolo per quattro, e cosi via. Nel regime dello sconto commerciale,
analogamente, si ha k'= gk , ovveroil tasso di sconto semestrale si ricava da quello annuale dividendo quest’ ultimo per
due cosi come il tasso annuale si ottiene da quello quadrimestrale moltiplicandolo per tre, e cosi via. Nel regime degli
interessi composti, invece, si hai'=(1+i)- 1.

E importante sottolineare che le formule che definiscono i tassi equivalenti valgono soltanto per le trasformazioni
al’interno di uno stesso regime finanziario per effetto di una variazione dell’ unita di misura temporale: non € possibile,
cioe, definiretassi equivalenti traregimi diversi.



titolo, con scadenza t anni piu tardi dell’acquisto, senza pagamento di cedole ovvero di interess: 9
tratta proprio del titoli di puro sconto a cedola nulla o zero-coupon bonds. S diffusero inizidmente
per druttare le impefezioni dd Sdema americano: non essendovi, infatti, dcun pagamento di
interesse, non vi era neanche dcuna transazione. Ci0 era vantaggioso Sa per I'emittente, che
doveva sottostare a condizioni meno onerose, sSa per il sottoscrittore, cui Spettava | esenzione
fiscde nonché la differenza C- P. Nonodante tdi interess Sano tessati ancora oggi, 1 titoli a
cedola nulla sono tuttora emess per la loro semplicita drutturde:  rgppresentano, infatti, degli
autentici pilastri su cui poter codruire i moderni strumenti finanziari. Per un titolo di puro sconto,
quindi, il rendimento semplice a scadenza e dato da tasso di interesse semplice, in modo tde de
Sa soddisfatta la seguente uguaglianza:

C=P(1+rt)p C=P+ Prt
dove:
C éil vdoredi rimborso;

P(1+rt) &il montante del prezzo d’ acquisto;
r €il rendimento.

Ne segue che:
C-P
r=——
Pt
p=_C
1+rt
Sepoi taletitolo viene assunto dopo t;, anni d prezzo B, e con rendimento r,, dlorarisulta:
C

p=— ~
ol (t-t)
Nell’ arco temporale [O,t, ] , quindi, il rendimento totdle sara

C c C(i+rt)-C@+n(t- t)g
_R-P_Lar(t-t) 1ert _ @rr(t-t)plert)
r. = = = =
2 Pt, C . Ct,
1+rt * 1+rt
_C(1+rt)- cgrr(t t)y C{(@+n)- g (t-1)g
Ct, g+, (t- t)g(L+rt) Ct gl+1 (t- t)g
1+rt
Cc{(arrt)-@en(t ) c(ert-1-gtert)  rtorterg
) Ctgl+r(t-t) ) Ctgl+n(t-t)g _tlgl+rl(t- t)g

Dunque:
re- nt+rt,

r.2 = 7 N
tE+n(t-4)g
In particolare se il tasso d'ingresso coincide con quello d' uscita, cioe serisulta r = 1, otteniamo:
re-rt+rt,  _ rt, r

= = = <r
tg+r(t-t)g tger(t-t)y 1+r(t-t)
Dunque, se r =r,, il rendimento redizzato atraverso acquisto e vendita non sarebbe uguade ma
minoredi r.
2) la capitalizzazione composta: e cadterizzata dad fatto che gli interess che maturano in un
periodo diventano capitde e, a loro volta, da successvo producono interess. Ad esempio, se
prestiamo un capitde di un euro per un ano a taso di interesse i, dlora il nostro credito

2

4



diverra, dopo un anno, 1+i, copo due anni, (1+i)+i(1+i)=1+i+i+i>=(1+i)" e dopo n
anni, (1+i)".
Dunque, per durate di finanziamento pari at, possamo consderareil fattore di capitdizzazione:
£(t)=(+i)

ciog il fatore di montante f (t) oefinisce il regime di capitdizzazione compoga Il fattore d

soonto coniugato F (t) =(1+i) " corrisponde laregime di sconto composto.
Il tasso i e detto tasso annuo di interesse composto.
Se, ad esampio, impieghiamo un capitale di 1000 euro per due anni ad interess composti con tasso
annuo di interesse | =10%, dlorail montante sarax
M = Cf —c( i) =1000( 1+10%)" =1000(1+0,1)* =1210

Il vaore scontato ad interess compogti di un capitdle S=1000, calcolato s& mes prima con tasso
di interesse annuo 1 =10% sara

A=F S=1000 T =953,46

(1+10%)2

dove I’ esponente é sta ad indicare mezzo anno.

reativo ad l di anno, deve soddisfare la
m

Nella capitdizzazione compodta il tasso periodde i

seguente relazione:

(1+i,)" ° (1+i)  per ogni t
dove 1+i , rappresentail fattore di montante f in termini di tasso periodae.
Ossarviamo che:

1
Qi+i,)"Wo (1+i) O (1+i,)"° (L+i) O i, = (1+i)m- 1
Nella pratica, pero, esstono ancora due tass, quello annuo nominale e quello istantaneo, utili per

descrivere le varie condizioni finanziarie Se consideriamo f (t)=(1+i,)", dlora definiamo tasso
annuo nominaleil rapporto trail tasso periodale e I’ ampiezza del periodo, ovvero:

Ossrviamo che la dipendenza da m deriva dd fato che viene dichiarato il tasso convertibile m
volte I’anno oppure ogni 1 di anno.
m

Ad esempio, ndl caso del 10% semestrale, otteniamo:

j, =2" 10% = 20%
Inoltre possamo condtatare che se i € il tasso effettivo ovwwero il tasso di interesse annuo
effettivamente prodotto da un euro risulta diverso dd tasso annuo nominale, cioe i * j,..

Poiché 5 ha i, —J—”‘ il fattore di cgpitaizzazione pud essere Kitto in termini di tasso nominde néd
m

modo seguente;

..mt

f(1)=F+

Q|- O

_m
m g



3) lo sconto commerciale o degli interessi semplici anticipati: orama poco useata nella pratica
operdiva, regola essenzidmente le operazioni di sconto delle cambidi (commercial paper)
preso gli idituti bancari. Ad esempio, = condgdeiamo il vaore nominde C=100 con
scadenza ad un anno e supponiamo che il detentore dd titolo possa convertire in contratti la
cambide presso una banca ottenendo il vaore atude dei 100€ calcolato con uno sconto pari a
k =5%

P =100- 100k =95

Se la cambide, per0, avese avuto scadenza a due anno, per la determinazione dd vaore atuae,

avremmo dovuto congderare un ulteriore sconto dd 5% per il secondo anno, per cui sarebbe

risulteto:
P =100- 2" 100k =90

Risulta dlora fecile generdlizzare le precedenti condderazioni nd caso di una cambide di vaore

nominde C scontata d tasso k (annude) su un intervalo temporde s-t anni. Tenendo conto del

fatto che per ogni anno o sconto e pari a Ck, il vaore attuae sara dato da:

P=Cg- k(s t)g
che prende il nome di legge dello sconto commerciale o legge di capitalizzazione iperbolica.
Possamo, quindi, definire;

dt,s)= % il tasso di sconto periodale

h(ts)= @ I'intensita di sconto periodale

Ossrviamo, infing, che la legge ddlo sconto commercide d configura come ['unica legge
caratterizzata da un’intensita di sconto costante, cioé:

h (t,s) =k = costante
dove il parametro k, ovwero il tasso di sconto dela legge ddlo sconto commercide, § misura in
[tempo]'1 ed il suo vaore numerico variad variare del’ unita di misuratemporae scdta
Possamo infine definireil fattore montante:
m(t,s)—l_ k(s t)
edil fattore di sconto:
v(t,s)=1- k(s- t)



