IL RENDIMENTO

Nel'accezione finanziaia piu comune, il rendimento rappresenta l'indicatore sintetico per
eccdlenza ddla“ prestazione’ di un' ativitafinanziaria

Condderiamo un contratto complesso  codtituito da n  operazioni dementari, precisamente
un'operazione a pronti, con decorrenza cioe immediatamente, ed n- 1 operazioni a termine, con
decorrenza cioe successva dla dipula del contratto, caratterizzate tutte da medesmo interesse |.
Supponiamo, inoltre, che il predtito P, ottenuto dl'igante t, possa essere redtituito dopo
1,2,3,..,n-1,n amni con un pagamento di interesse cacolao aggiungendo ogni anno una somma
uguale ad una percentude prefissata del debito iniziae, ovvero:

| = jP (tasso per somma iniziale)

Sa C=P+| dligante s. Cos facendo, otteniamo una funzione valore W, che, per
k=123,..,n-1n, e eypressa ddle seguenti relazioni, tenendo conto che e [,=0 e

L=l=l==1_,=1,=I:

W, =P

W, =P+1, =P+ jP=P(1+j)

W, =P+l +l,= P+ [P+ jP=P+2jP= P(1+ 2j)

W, =P+l +1,+1,=P+jP+jP+jP=P+3jP=P(1+3))

W, =P+l +l, +l;+.+ 1, =P+ jP+ P+ jP+. .+ JP=P+kP =P(1+k)

kvolte

W, =P+l +l,+1,+.. 4+l =P+ [P+ |P+jP+..+ jP=P+nP =P(1+nj)
nvolte

Dunque, dopo k anni, il vaore ddl’'invesimento per il creditore, ovwero I'ammontare del passvo
per il debitore, € dato da:

(1) W, =P(1+k) per k=123..n-1n
con W, = P, o equivaentemente:
(Lbis) C=Pgl+ j(s-t)y

Lerdazioni (1) ed (1 bis) sono le leggi o regim degli interess semplici o leggi di capitalizzazione
lineare e definiscono implicitamente il rendimento di un’ operazione finanziaria dementare:

. W-P_ C-P
T P(s-1)
Definiamo, pertanto, il tasso di interesse reativo dla k-esma operazione eementare, per

k=1,2,3,...,n-1,n, ne modo seguente:
I I _ I _ I
W, P@+(k-1)jg P+(k-1)jP P+(k-1)I
In particolare, per k =1, otteniamo j,, ovvero il tasso del’operazione a pronti e, per k >1, invece,
otteniamo tutti i tass atermine.

=



Esempio

Sa P=€100, n=4 ed | =10 (cioé j = 0,1%). Allora otteniamo:
W, =P =100

W, =P(1+ j)=100+0,1" 100=100+10=110

W, = P(1+ 2j)= 100+ 0,2” 100 =100 +20 =120

W, P(1+ 3j): 100+ 0,3 100 =100+30 =130

W, = P(1+4j)=100+ 0,4" 100 =100 +40 =140

Ne segue che |’ unico tasso a pronti sara:

i

N

w

jO :l_o =0,1%
100
mentrei tass atermine saranno:;
= £ =0,09%
110

j2 = ﬂ =0,08%
120

i,=2 - 0,07%
130

j4 = E =0,07%
140

E importante sottolineare, com'é facile dedurre dal’esempio precedente, che, nonostante la
denominazione orama consolidata nella prass finanziaria, j non rappresenta proprio un tasso di
interesse ma l'intengta di interesse periodade, ovvero il tasso di interesse periodde per unita di
tempo. S misura in (tempo)'l ed il suo vaore numerico vaia d vaiare ddl’unita di misura
temporae scelta.

Condderiamo adesso un contratto complesso codtituito sempre da n operazioni eementari che
abbiano tutte lo stesso tasso di interesse j. Supponiamo, quindi, che il debito P possa essere
restituito dopo 1,2,3,...,n amni con un interesse cdcolato aggiungendo ogni ano una somma pari

ad una percentude codante dd debito accumulato dl’inizio dell’ano precedente. La funzione
vaore W, saraottenuta, per k =0,1,2,3,...,n- 1,n, dale seguenti relazioni:

W, =P

W, =P +jP=P(1+]j)

W, =P(1+j)+ jgP(1+|)g=P(1+])’
W, =P(1+ ) +j (1 j)zg: P(L+])’



Dunque, dopo k anni, il vaore ddl'invesimento per il creditore, ovwero I'ammontare del passvo
per il debitore, € dato da:

@ W, =P@+j) per k=123..,n-1n
con W, =P o, equivalentemente:

2bis C=P(1+j)"
Le rdazioni (2) e (2 bis) sono dette leggi o regimi degli interess composti o leggi di
capitalizzazione esponenziali e deiniscono implictanente il rendimento di  un'operazione

finanziaria dementare
1

1
AV o, _aCOst
J —g—+ - 1—g—+
Pg Pg
Anche in questo caso occorre sottolineare che, nonostante la denominazione orama  consolidata
nela prass finanziaria, j non rappresenta un tasso di interesse ed il suo vaore numerico varia d
vaiare ddl’unita di misuratemporale scelta

-1

Esempio
SaP=€100, n=4 ed | =10 (cioé j = 0,1%). Allora otteniamo:
W, = P=100
W, =P(1+ j)=100+0,1" 100=100+10 =110
(1+j)* =100(2+ 0,2)* =121
W, = P(1+ j)’ =100(1+ 0,1)°=133,1
(1+ )" =100(1+ 0,2)* = 146,41

2

1+

Fino ad ora abbiamo sempre consderato istanti di tempo discreti, avendo supposto che il debito
doveva essere sddato ad ogni fine ano. Possamo ora estendere le definizioni precedenti ad un
qualsas idante temporae t 3 0 consderando lafunzione vaore W su tutto | asse reale positivo.

Risulta, quindi:
3 W=P(1+j)

che pud esse interpretata, in termini finanziari, come il risultato dela composizione di un'infinita
di operazioni dementari di durata infinitesma effettuate tutte dlo stesso “tasso di interesse’: badta,
infatti, effettuare un’ opportuna operazione di passaggio d limite!!!

Larelazione (3), che rgppresenta una vera e propria legge esponenziale, € nota anche come legge di
capitalizzazione continua a tasso costante

Osserviamo che la funzione vdore (1) pud essere consderata anche per un tempo continuo t3 0 ed
espressa dalla seguente legge lineare:

(L) W =P(1+t)



Dunque una generica funzione vaore W, per t2 0, puo essere considerata monotona crescente
comeillugrato nel seguente grafico:

YA
WS
} DW, =W, - W, =W, - W,
W t
W
O ts ;

avendoindicatocont e s=t+t dueiganti di tempo arbitrari. Definiamo dlora
DW, =W, - W, =W, - W,
I'interesse nel periodo dat a s=t +t subito dalafunzione vaore nello stesso periodo di tempo.
Osserviamo che DW, & una quantita positiva misurataiin euro.
Il rapporto trail vdore delafunzione vaore ndl’isante s e quelo ndl’isante t, precisamente:

V\A: t.t+t)=1+ | _t:E
o) =1 (s =8

e detto fattore di capitalizzazione o fattore montante relaivo d periodo chevadat ad s=t +t .

In dtre parole, per ottenere il vaore cepitdizzato, ovvero il montante, ovvero il vaore di fine
periodo, & sufficiente maltiplicare il fattore m per W, . Occorre sottolineare che m € dimensonde, in
quanto risultato del rapporto tra due grandezze aventi la sessa dimensone, essendo entrambe
espressein euro. Poiché, inoltre, abbiamo supposto W crescente risulta sempre m >1.

Il reciproco di m(t,t +t ), ovvero:

W

T+t

1 _ 1 P
m(t,t+t) 1+j(s-t) C

:V(t,t +t ):

e detto fattore sconto.
In dtre parole, per ottenere il valore scontato, ovvero lo sconto, ovvero il vaore di inizio periodo,

sufficiente maltiplicare il fattore v per W,,, .
In maniera andoga, ossarviamo che le equazioni (2) e (2 bis) individueno il fattore montante
relativo d periodo chevadat ad s=t +t , precisamente:

m(t,t+t )= (1+j)”

t

da cui, passando a reciproco, otteniamo:

vtt) = m(t,i +t) - (1+]j P =(1+ J')_(S_t) =(1+j)"°

e detto fattore sconto.

Nela prass finanziaia € consentito I'utilizzo dela legge lineare per il cdcolo dei rendiment
annudi ddle operazioni finanziarie dementari con vita a scadenza inferiore ad un anno, mentre s
utilizza lalegge esponenzide in tutti gli dtri cas.



Se ora congderiamo I'istante t di tempo come atudmente corrente, la funzione vaore W, prende il
nomedi valore attuale, in t, di W(t+t ) secondo il fattore di sconto v(t,t+t ). Ancheil fattore di
sconto & dimensiondle comeiil fattore montante, marisulta v (t,t +t ) <1.

Semprein riferimento al’intervallo di tempo [t,t +t | definiamo;

1) il tasso di interesse o tasso di rendimento il rapporto tra I'interesse maturato nel periodo ed il
vdoredl'igante inizide, ovvero:

j@¢+t):£y1
t
Ne segue che:
j(t,t+t):DW:W‘+t_W:W“_ﬂ:&-lzm(t'tﬂ)-l:;_
wWooow W W W v(tt+t)

2) il tasso di interesse anticipato o tasso di sconto il rapporto tra I'interese ed il vaore di fine
periodo, ovvero:
DW,

=1- v(t,t+t ) = j(t, t+t Jov(t,t +t)

+H

Il tasso di interesse e quello di sconto rappresentano degli incrementi percentudi, sono dimensiondi
€ S0N0 espress in termini percentudi.

Se ora rgpportiamo il tasso, Sa di interesse che di sconto, dla lunghezza del periodo di riferimento,
ovwero slodividiamo pert =s- t, otteniamo:

j(tt+t . g
g(t,t+t)= oW, _ i ) Iintensita di interesse
tW, t
W I'intensita di sconto
W,

In generde l'intendta € una grandezza postiva avente per dimensone il reciproco di un tempo,
quale, ad esempio, (anni) .

Esempio
Selafunzione vaorefissatad tempo t, =0 étde cherisulti:
W, =96€ dopo un anno
W,;=100€  dopo un anno e mezzo
dlora, in base d contratto, possamo affermare che i 96 euro disponibili dopo un anno
corripondono, ovvero equivalgono, a 100 euro disponibili dopo un anno e mezzo. L’interesse,
ndl'intervallo di tempodat, =1 at, =1,5 & quindi:
DW, =W, - W, =100- 96 =4€
Allora W, ; =100€ rappresenta il vaore capitaizzato, ovvero il montante, dopo se mes dei 96 euro

disponibili dopo un anno dala stipuladel contratto.

Andogamente, W, =96€ rappresenta il valore scontato per un periodo di tempo pari a s mes de
100 euro pagabili un anno e mezzo dopo lastipulade contratto.

Inoltre, risultar

v(t,t+t ) =v(11,5) = W 9—%: 0,96 fattore di sconto

t+t



DW -4 _004=4%
W, 100

DW, _ 4 _ 4 -
tt+t)=g(115)=—t = =2 20,083
g(tt+t)=g(L:15) tW, 05 9% 48 (ami)
PW -4 -4 _p08(anni)’

tW, 0,5 100 50

fattore di capitdizzazione

tasso di interesse

tasso di sconto

intendgtadi interesse

intendtadi sconto



