


Premessa.

In questa sezione verranno richiamati alcuni concetti fondamentali dell’ algebra, quella parte della matematica che si
occupadello studio del cosiddetto calcolo letterale, utili ai fini della completa comprensione del Corso.

Ci si soffermerd, in particolare, sui seguenti argomenti:

1) definizione di monomi e polinomi

2) prodotti notevoli

3) divisionedei polinomi

4) principali regole di scomposizione dei polinomi in fattori

Richiamiamo in primo luogo alcune definizioni fondamentali.

Si chiama monomio un’ espressione costituita da una parte numerica (generalmente situata al primo posto), daunao piu
parti letterali ciascuna elevata ad un esponente naturale, legata dal solo segno di moltiplicazione. Il fattore numerico del
monomio si chiamacoefficiente del monomio e, di solito, si scrive come primo termine. L’insieme dei fattori letterali si
chiama parte |etterale. In genere le lettere che compaiono in un monomio vengono scritte in ordine alfabetico.

Ad esempio, sono monomi le seguenti espressioni:

3a; - 4b% - 0,75/°7t; gxa7b5; a®Cy

incui i coefficienti sono rispettivamente + 3; - 4; - 0,75; > ;+ 1

Si definisce grado del monomio lasomma degli esponenti delle parti letterali che lo compongono.
Esempi.

4a2°c*d® hagrado 5+ 2 + 10 = 17

- 3®ghagrado6+1=7

a’v’chagrado3+3+1=7

Si chiama polinomio una somma algebrica di monomi. | monomi, che nel polinomio costituiscono gli addendo, sono
detti termini del polinomio. Il monomio che nel polinomio ha grado zero & detto termine noto del polinomio.

Ad esempio, le espressioni:

x3y +X2+5

-4+ 2b+c*- 6

sono polinomi in cui i termini noti sono rispettivamente + 5 e- 6.

In particolare un polinomio si chiama binomio se & formato da due soli termini, trinomio se é costituito da soli tre
termini, quadrinomio se ha solo quattro termini e cosi via.

Sono binomi:

a’- b% 2x- 4;3c* +5ab

Sono trinomi:

a?+b?- 2ab; a’b* +c?b° - a°c®

In virtu di quanto sopra detto, si pud sempre considerare un monomio come un particolare polinomio, precisamente un
polinomio costituito da un solo termine.

Si chiama grado del polinomio rispetto ad una lettera il massimo grado con cui la lettera compare nel polinomio. Si
chiamagrado del polinomio il massimo dei gradi dei termini del polinomio.

Esempi.

a’p® +a°b + b’ + 2 hagrado 4 rispetto allaletteraa, grado 7 rispetto allaletterab e grado 9 in generale (infatti 4 + 5= 9
&il grado del monomio a*b®; gli altri termini del polinomio hanno grado 4, 7 e 0 che sono tutti pitl piccoli di 9)

x?y*z+ 3xy® + 5 hagrado 2 rispetto allaletterax, grado 3 rispetto allaletteray, grado 1 rispetto allalettera z e grado 6 in
generale (infatti 2 + 3+ 1 =6 &il grado del monomio x?y°z; gli altri termini del polinomio hanno grado 4 e 0 che sono
tutti pit piccoli di 6)

Un polinomio, ordinato secondo le potenze decrescenti di una lettera, si dice completo se contiene tutte le potenze di

quellalettera dal grado maggiore presente a grado zero.
Un polinomio si dice omogeneo quando tutti i suoi termini sono monomi aventi il medesimo grado.




Richiamiamo ora le principali regole relative ad alcuni particolari prodotti di polinomi, detti per I’appunto prodotti
notevoli.

Il prodotto della somma di due termini per la loro differenza € uguale al quadrato del primo termine meno il
quadrato del secondo termine:
(a+b)(a- by=a’- b?

Esempi.

(x+2)(x 2)—x2-4

&2 2 2
3 a+b_%3a bB_ 9a b

Il quadrato della somma (differenza) di due monomi € uguale al quadrato del primo monomio piu il quadrato del
secondo monomio pit (meno) il doppio prodotto del primo per il secondo:
(a+b)’=a’+b?+ 2ab
Esempi.
(3% + 2)° = 9 + 4% + 12xy
0 - dy)? =x8 + 16y - 8Cy
(2 +3y)" - (2x- 3y)(2x+3y) =4 + Oy + 12xy - (4 - 9y") = &C +9y" + 12xy - 4x" + O = 18" + 12xy

I cubo di un binomio e la somma algebrica del cubo del primo termine piu il cubo del secondo termine piu il triplo
prodotto del quadrato del primo termine per il secondo piu il triplo prodotto del primo termine per il quadrato del
secondo:
(a+ b)*=a+ b® + 3a% + 3ab?
Esempi.
(x+2)°=x3+8+6x% + 12
x- 2°=x3- 8- 6% + 1
(- x-2%=-x3- 8- 6¢- 1

Il quadrato di un polinomio si ottiene sommando i quadrati dei singoli termini del polinomio ed i doppi prodotti di
ciascun termine per ognuno di quelli chelo seguono, presi uno per volta:
(a+b+c+df=(@+b+c+d(@a+b+c+d)=
=a’+ab+ac+ad+ab+b®+bc+bd +ac+bc+c+cd+ad +bd +cd + d* =
=a’?+b?+c? +d? + 2ab + 2ac + 2ad + 2bc + 2bd + 2cd

Esempi.
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g’—; y_ Lll+4x2+y2+2>%>2x+2><%>(-y)+2>2x><(—y):%+4x2+y2+2x- y- 4xy

(a- 3b- c+2) =a?+ M2 +c?+4+2a(- 3b) +2a(- ¢) + 2a(+ 2) + 2(- 3b)(- €) + 2(- 3)(+2) + 2(- ¢)(+2) =

=a?+ M’ +c’+4- 6ab- 2ac+4a+ 6bc- 12b - 4c

Poniamo orala nostra attenzione sul concetto di divisione tra polinomi, partendo dall’ enunciato del seguente:
TEOREMA. Se P; (x) e P, (x) sono due polinomi nella variabile x, con P, (X) non nullo, e seil grado di Py (x) € non
minore del grado di P, (x), alloraesiste uno ed un solo polinomio Q (x), di grado uguale alla differenza dei gradi dei due
polinomi considerati, ed uno ed un solo polinomio R (X), di grado inferiore aquello di P (x), tali cherisulta:
P1(X) =P2(x) Q (x) + R(x)

Se il resto della divisione € zero, cioe se R (x) = 0, alora vuol dire che P; (x) e divisibile per P, (x), in quanto si
verificherebbe:

P1(X) =P2(x) Q (x) + 0=P2(x) Q(x)

Vediamo ora come si procede nella pratica per effettuare la divisione tra due polinomi.

a) Divisione di un polinomio per un monomio.
Si consideri il polinomio:
P1(X) =6x°—12x + 3
ed il monomio:
P, (x) = 3x
Per effettuare la divisone del polinomio per il monomio & possibile utilizzare la proprieta distributiva della divisione
rispetto alla somma. Si ottiene cosi:
L) Pa(g = DU - OX-12x:3 B¢ 1x, 3
R, (x) 3x 3x 3x  3x




ovvero unasommaalgebrica di divisioni tramonomi che si possono calcolare con le classiche regole a tutti ben note. Si
ha quindi:

P(x -
P Py = LX) - B -12x+3 B 12x 3, .1
R (x) 3x 3x 3 3 X

Dunque per dividere un polinomio per un monomio, non nullo, si divide ogni termine del polinomio (numeratore) per il
monomio e si sommano poi algebricamente i quozienti parziali ottenuti.

b) Divisione tra due polinomi in una variabile.

Ritornando indietro con la memoria, effettuando una divisione tra numeri interi con piu cifre con laregola che si impara
sin dalle scuole elementari, per calcolareil quoziente ed il resto delladivisione si divide laprimacifradel dividendo per

317 : 3 il divisore e si ottiene la prima cifra del quoziente. Si sottrae alla prima cifradel dividendo il
-3 105 prodotto tra il divisore e la cifra del quoziente e si ottiene il primo resto parziale. A fianco di
01 questo resto si abbassa la seconda cifra del dividendo e si ricomincia dividendo il numero ottenuto per il
-0 divisore e si ottiene la seconda cifra del quoziente. Si sottrae al resto il prodotto tra il divisore e la
17 seconda cifra del quoziente ottenendo il secondo resto parziale e cosi via fino a quando il resto non
- 15 diventi minore del divisore.
2

Per i polinomi bisogna utilizzare sostanzialmente unaregola analoga, che verradi seguito illustrata attraverso opportuni
esempi.
Si considerino i seguenti polinomi:
Py (x) = 15x3— x? + 9x + 9 (dividendo)
P, (X) =5x + 3 (divisore)
L’ obiettivo checi si propone € di effettuare ladivisone trai due polinomi, cioe:
2

PLO) Py (1) = R(X) _ 15¢ - x*+9x+9
R (X) 5x +3
a) Innanzitutto occorre assicurarsi che entrambi i polinomi siano ordinati secondo le potenze decrescenti della variabile
di cui sono funzione (proprio come i numeri interi sono ordinati secondo le migliaia, le centinaia, le decine e le unita).
Nel nostro caso entrambi i polinomi sono ordinati secondo le potenze decrescenti della variabile x.
b) 1l polinomio dividendo va, inoltre, completato, cioé se manca una qualsiasi potenza della variabile x, la si aggiunge
con coefficiente pari a zero. Se, ad esempio, il dividendo fosse 3* — X + 4x — 5, in cui manca il termine x°, alora
bisognerebbe completarlo scrivendo: 3x* + 0x® = x? + 4x — 5.
Nel nostro esempio il polinomio P; (x) € gia completo.
¢) Per poter orasvolgere ladivisione bisognascriverei polinomi secondo la seguente disposizione:

15¢ —x* +Xx+9 5x +3

d) Esattamente come si € soliti fare con i numeri, si divide il primo termine del dividendo per il primo termine del
divisore e si ottiene cosi il primo termine del quoziente.

Nel nostro esempio si avra: # = +3x°. Si ottiene allora:
+5x
15¢ —x* +Xx+9 5x +3

3X

€) Si moltiplicail primo termine del quoziente per ogni termine del divisore.

Nel nostro caso si ha: (3x%)" (5x + 3) = 15¢ + 9%°

f) Si cambia di segno atutti i termini del nuovo polinomio, ottenuto nel punto €) in seguito al prodotto effettuato, e si
dispongono i termini di tale polinomioin colonna sotto i termini, di grado uguale, del polinomio P, (X).

Nel nostro caso cambiando di segno a polinomio 15x° + 9, si ottiene I’ altro polinomio — 15x° — 9x?, che deve essere
messo in colonna:

15¢ —x> + X +9 5x + 3
—15¢—9x° 3X



0) Si effettualasommaalgebricatra Py (x) ed il polinomio ottenuto dal prodotto.
Nell’esempio si ha:

15 —x* +X+9 5X + 3
- 15¢- 9 Y

7 103 +9x +9

h) 1l polinomio — 10x*> + 9 + 9, che rappresenta il primo resto parziale, diventa il nuovo polinomio su cui ripetere il
ragionamento precedente, a partire dal punto d). Tale procedimento va ripetuto fino a quando non si arriva ad ottenere
un resto nullo oppure un resto il cui grado sia minore strettamente (non uguale!) aquello del divisore.
2
i) Si divide il primo termine del polinomio — 10x* + % + 9 per il primo termine del divisore, cioé 12)( =-2x. 1l
+oX

risultato ottenuto rappresentail secondo termine del quoziente (cfr. punto d)).
Nel nostro caso, quindi, va scritto afianco di 3x°:

15 —x* +X+9 5X + 3
- 15¢- 9 33— 2x

710+ X+ 9

1) Si moltiplicail secondo termine del quoziente per ogni termine del divisore: (—2x)" (5x + 3) = — 10x*— 6x (cfr. punto
).

m) Si cambiadi segno al polinomio ottenuto nel punto 1): + 10x* + 6x (cfr. punto f)).

n) Si poneil polinomio del punto m), in colonna, sotto il primo resto parziale ottenuto al punto g) (cfr. punto f)):

15¢ —x° +X+9 5x + 3
- 15¢3- o 32— 2x

7 10 +9x+9
+ 10%° + 6X

0) Si effettuala somma algebrica (cfr. punto g)):

15¢ —x> +X+9 5X + 3
- 15¢- 9% 3% —2x

7 —10X%+9x +9
+10¢° + 6x

Y +15x+9

p) Il polinomio + 15x + 9, che rappresenta il secondo resto parziale, diventail nuovo polinomio su cui ripetere di nuovo
il procedimento sopra illustrato (si osservi che il grado del polinomio 15x + 9 € pari a quello del divisore e non &
strettamente minore!!!).

+15x _
+5x

r) Si ottiene pertanto (cfr. punti €), f), g)):

+3 (cfr. punto d))

q)

15¢ —x° +X+9 5X + 3
- 15¢3- 9¢ IC—2x+3

7 —10C+9x+9

+10¢° + 6x

¢ +15x+9
—15x-9
V &4




Ladivisione € cosi stata ultimatain quanto il resto ultimo ottenuto € nullo.
In particolare si € ottenuto:

Q(x) = 3¢ —2x + 3 (quoziente)

R(x) = 0 (resto)

dove:

il gradodi Q (x) €2, cioégrado (Q (x)) =2 =grado (P1 (X)) - grado (P,(x)) =3-1=2
il gradodi R (x) €2, cioé grado (R (X)) =0 < grado (P, (x)) = 1

Dall’ esempio precedente, risulta ora possibile enunciare la seguente regola che consente di effettuare la divisione tra

due polinomi:

Per dividere un polinomio Py (X), di grado m, per un polinomio P, (x), di grado n, con m 3 n, si procede nel seguente

modo:

1) si scrivono i due polinomi in modo ordinato, secondo le potenze decrescenti della variabile x; il polinomio Py (x),
inoltre, deve essere completato, qualoranon lo sia;

2) sidivideil primo termine del dividendo P; (x) per il primo termine del divisore P, (x), ottenendo il primo termine
del quoziente Q (x);

3) s moltiplica il primo termine del quoziente per il polinomio divisore e si cambia il segno a tutti i termini del
polinomio ottenuto dopo aver effettuato il prodotto;

4) si scrivono i termini del polinomio prodotto sotto i termini simili di P; (X) e si effettua la somma algebrica; si
ottiene, cosl, il primo resto parziale;

5) si divide il primo termine del resto parziale per il primo termine di P, (x), ottenendo il secondo termine del
quoziente;

6) s moltiplica questo secondo termine di Q (X) per il polinomio P, (x) e si cambia di segno a tutti i termini del
polinomio ottenuto dopo aver effettuato il prodotto;

7) si scrivono i termini del polinomio prodotto sotto i termini simili del primo resto parziale e si effettua la somma
algebrica; si ottiene, cosi, il secondo resto parziale;

8) si continua sempre allo stesso modo fino a quando il grado del resto ottenuto non diventi strettamente minore del
grado del divisore oppure fino aquando il resto non sianullo: se si verifica questo secondo caso (resto nullo) allora
vuol dire cheil polinomio Py (x) € divisibile per il polinomio P, (x).

N.B.: In base a Teorema sopra enunciato, se si volesse controllare |’ esattezza della divisione effettuata, bisognerebbe

verificare che siavalidala seguente relazione:

P1(x) =P2(x) Q () + R(x)

Nell’esempio soipra riportato si ha:
P;(X) =15 =X+ 9x + 9

P,(X)=5x +3
Q(X) =3®—2x+3
R(X) =0

Cio&:

Po(X) Q (X) + R (X) = (5 + 3)( 3 —2x + 3) + 0= 15 — 10x* + 15X + 9x° — 6x + 9 = 158 —=x° + K + 9 = Py (X)

Per meglio comprendere laregola della divisione, si propone di seguito un altro esempio.
Si considerino i seguenti due polinomi:

Py (X) = 6X° + 7x + 3 — 13¢ (dividendo)

P, (X) = 2x*— 3 (divisore)

Bisogna eseguire ladivisonetrai due polinomi, cioé:

P1(x):P2(x) = —

R(X) _ 6X +7x+3-13¢

R (x) 2x2- 3

Innanzitutto bisogna ordinare i due polinomi:

P1(X) = 6x°— 13x

+ 7x + 3 (non era ordinato secondo le potenze decrescenti della variabile x)

P, (x) = 2x*— 3 (eragia ordinato secondo |e potenze decrescenti della variabilex)
e completare Py (X):

Py (X) = 6x°+ Ox* — 133 + 7x + 3 (mancavail termine inx*)

Orasi puo effettuare ladivisionerichiesta:

e+ 0 —13C+7x+3 | 22-3
- 6 + o -2
g +0X- 3+ X+ 3

+ 43 - 6x
V4 +x+3




A questo punto non si pud piu continuare perché il grado del resto & 1 che é strettamente minore del grado del divisore
che &, invece, 2. Si é ottenuto quindi:

Q(x) = 3¢-2x

RX)=x+3

Laverificadell’ esattezza della divisione € lasciata al |ettore!!!

c) Divisione di un polinomio per un binomio di primo grado: regola di Ruffini.
Laregoladi Ruffini ci consente di effettuare piu rapidamente la divisione tra polinomi nel caso in cui il divisore siaun

binomio (polinomio costituito da due soli monomi) di primo grado, cioé dellaformax + a, dove a € un qualsiasi numero
reale.

a) Poiché il divisore ha sempre grado 1 ed il resto deve avere grado strettamente inferiore a quello del divisore, ne
segue cheil resto avra sempre grado O (zero), ovvero il resto sara sempre costituito da un numero.

b) Seil dividendo ha grado n, il quoziente avra grado n - 1, in quanto, dovendo dividere il primo termine del
dividendo, di gradon, per il primo termine del divisore, cioé per x, di grado 1, si otterra sempre un termine di grado
n- 1:il quoziente, quindi, avraun grado in meno rispetto aquello del dividendo.

Come di consueto, primadi enunciare laregoladi Ruffini, lasi illustrera servendosi di un esempio.
Si considerino i seguenti due polinomi:

Py (X) = x3—6x*+ 11x — 3 (polinomio dividendo)

P2 (X) =x—2 (binomio divisore)

Bisogna eseguire ladivisonetrai due polinomi, cioé:

P(x x3- 6x°+11x- 3
P1(X) : P2(x) = () =

R (x) X-2
Innanzitutto si osservi che:
- i duepolinomi sono entrambi ordinati secondo |e potenze decrescenti dellavariabilex;
- cheil polinomio dividendo € gia completato.
Si costruisca oraun prospetto in cui si scrivano:
- dl'interno delle due linee verticali, i coefficienti dei monomi del dividendo;
- al’esterno delle due linee verticali, il termine noto;

1 -6 +11 -3

Si traccia poi, pit in basso, una linea orizzontale, al di sotto della quale e a destra della prima linea verticale, si riporta
esattamenteil primo coefficiente del dividendo:

1 -6 +11 -3

1
Si trascrive, sopra la linea orizzontale e a sinistra della prima linea verticale, il termine noto del divisore cambiato di

segno:
1 -6 +11 -3

+2

1
Si moltiplicano oratra di loro i due numeri, quello che si trova sotto la linea orizzontale, cioé 1, e quello che si trova
sopra le stessa linea orizzontale, cioé 2, e si incolonna il prodotto ottenuto, cioé 2, sotto il secondo coefficiente del
polinomio dividendo, cioé—6:

1 -6 +11 -3

+2 2




Si effettua oralasommaalgebricatra—6 e 2 e si trascriveil risultato ottenuto, cioe — 4, sotto lalinea orizzontale;

1 -6 +11 -3
+2 2
1 -4

Si ripete il procedimento precedente, moltiplicando, questa volta, — 4 e 2 e trascrivendo il risultato ottenuto, cioé — 8,
sotto al terzo coefficiente del dividendo, cioé 11:

1 -6 +11 -3
+2 2 -8
1 -4

Si effettuadi nuovo lasommaalgebricatrall e—8 esi trascriveil risultato, cioé 3, sotto allalinea orizzontale:

1 -6 +11 -3
+2 2 -8
1 -4 3

Si moltiplica questavolta3 con 2 e si trascriveil risultato, cioe 6, sotto al termine noto del dividendo:

1 -6 +11 -3
+2 2 -8 6
1 -4 3

Si esegue ancora la somma algebrica, ma questa voltatra— 3 e 6 e si scrive il risultato, cioé 3, sempre sotto la linea
orizzontale ma a destra della seconda linea verticale:

Coefficienti del dividendo

Termine noto del
dividendo
Termine noto del
divisore cambiato di

segno

Resto delladivisione

Coefficienti del quoziente

Ricordando (cfr. osservazione b)) cheil quoziente haun grado in meno rispetto al dividendo, ne segue che:
grado (Q (X)) =2 < 3 = grado (P1 (X))
Dunquerisulta:
P1(X) = x3—6x° + 11x — 3 (polinomio dividendo)
P2 (X) =x—2 (binomio divisore)
e, per poter scrivere il polinomio quoziente Q (X), bisogna partire da x* con coefficiente pari ad 1 e continuare con le
potenze decrescenti della x, dando ad ognuna, nell’ordine, come coefficienti, i numeri che compaiono in basso nel
prospetto:
Q (x) = x*>—4x + 3 (quoziente)
R(X) = 3 (resto)
Laverificaélasciata per esercizio al lettore (P1 (X) = P2 (X) Q (X) + R(x))!!!



Regola di Ruffini.

I quoziente Q (x) traun polinomio di grado n, P; (x), ordinato secondo |e potenze decrescenti della x e completato, ed

un binomio P, (x), dellaformax + a, € un polinomio di gradon - 1, ordinato secondo le potenze decrescenti della x. Per

calcolarei coefficienti dei suoi termini si procede nel seguente modo:

- il primo coefficiente & uguale a primo coefficiente del dividendo;

- gli dtri coefficienti si ottengono moltiplicando il termine precedente per - a e aggiungendo a prodotto ottenuto il
corrispondente coefficiente del dividendo di ugual posto;

- il prodotto dell’ ultimo coefficiente di Q (x) per - a, sommato al termine noto del dividendo, da il resto della
divisione.

N.B.: Laregoladi Ruffini si applica solo con binomi di primo grado in cui il coefficiente della x sia sempre uguale ad

1. Ne segue cheil primo coefficiente del quoziente sara sempre uguale al primo coefficiente del dividendo.

Se, ad esempio, il coefficiente della x del binomio P, (X), risulta diverso da 1, cioé se P, (X) = bx + acon b 1, &
possibile dividere o moltiplicare entrambi i polinomi, P; (x) e P, (X) per una stessa quantita senza alterare il quoziente; il
resto, invece, viene moltiplicato o diviso, rispettivamente, per quella stessa quantita.

Ad esempio, si considerino i seguenti due polinomi:

Py (X) = 2x*—3x%+ 2x* + x — 4(polinomio dividendo)

P2 (X) = 2x— 3 (binomio divisore)

Per poter applicare laregoladi Ruffini il coefficiente dellax del divisore deve essere 1. Poiché nel nostrocaso €2t 1,
bisognadividere siail dividendo cheil divisore per 2:

R(X) _2x - 3+ 22X+ x- 4

Sxt- S 4ix-2
2 2

2 2
LI
2 2
Risulta ora possibile applicare la Regoladi Ruffini, come nell’ esempio precedente:
1 |3 1 1 -2
2 2
3 3 o 3 2
2 2 2
1 0 1 2 1

Dunquerisulta:

Py (x) = 2x* — 3x%+ 2% + x — 4(polinomio dividendo)

P, (X) = 2x— 3 (binomio divisore)

Q(X) =x3+ 0 +x +2=x3+x + 2 (quoziente)

R(X) = 1 (resto della divisione originaria)

R(X)=2" 1=2(restodelladivisionefinale dopo aver diviso entrambi i polinomi per b = 2)

Ne segue che, per dividere un polinomio per il binomio dellaforma P, (X) = bx + a (con bt 1) bisogna dividere sia il
dividendo cheil divisore per b, ottenendo, cosi, come divisore, il binomio x+%, in cui il coefficiente della x & proprio

1. Per eseguire orala divisione trai nuovi polinomi ottenuti in seguito alla divisione per b, risulta possibile applicare la
Regola di Ruffini determinando, come di consueto, il polinomio quoziente della divisione e moltiplicando il resto
ottenuto per b.

Laverificaélasciata per esercizio a lettore (P1 (X) = P2 (X) Q (X) + bR ())!!!



ESERCIZI PROPOSTI.

a) Divisione di un polinomio per un monomio.

(3x4 + 6x3 —24x° +9x —18) : (- 3)
(6x — 2 +4X) 1 ()

gzﬁ —%+%ﬁﬂ3%—
(16x" + 24x° —12¢°) 1 (2)?
(2 =3 +4x% + &) 1 (3X)

NI w
[

b a8 o
Xl om X
g 4]

a8
5 >c‘>-_x6 +6x“g( 3x3)

b) Divisione tra due polinomi in una variabile.

=3+ +x*—3x+1): (x -x+1)
0C+3IC+INE—4Ax+1): (x +3>9
08— + 3¢ —12x — 4) 0 —2¢ + 4)
C—6x2+11x — 9) : (X —3x + 2)
@3 +3x%—2x—-3): (2x + 3)
B+ =3x+1): (3¢ +1)
X +%) 1 (C =X +X)
(0 —64) : (¢ —4)

50

gex“ - ?ﬁ - 9% t3 x+62:(x2 - 6x- 2)
(%]
(x4+10x3+ 19%% — 27x + 20) : £x+5)
(15x% — 16x° + 16x* — 113 + ¢ + X + 6) : (3 —2X)

aezx +3c_) aéx2+x }o
&5 7 &3 5

2

?)&-TZE_}X -%x +233x -§x+22:(5
]

1+x¥):(¢-1)

C+2x =% (=2
(18¢ + 8¢ —10x* — 123 + 3 + 4) : (- 2¢ + 3¢)

(12 - 8¢ +x? +18x- 3) :52x- 16
& 35

X2 - 3x+ 2)

[-x* =2 + &¢
[3x% —x + 2]

§x4- 3>%+§ i+12x—1§
2
[4x3 + 6x% — 3X]

é2 4 u
x*- X2+ —x+2

8 3"
¢
g

—-3x + 6]

QM) =xX-2¢-2x+1LR((X =0

[Q(X) =x3—3%° +12x —19; R (X) = 53x + 1]
[Q(X) =X -2 —4x—9; R (X) = — 10x* + 4x + 32]
[Q(X)=x2—3;R(X)=—3]

[QX=x"-1,R(X) =0

[Q () =X R()=- 3x+1]

[Q () =x*+LR(x)=0]

[Q () =x" +4¢ + 16, R(x) = 0]

gQ(x) =X +gx - 3;R(X) = ol

t
[Q (X) =X +5x2 6x +3; R (x) = 5]
[Q(X) =5 =23+ 4 —x; R (X) =x + 6]
é __ 6 E 9% _93u
g0 =g+ 5 RO = 55X o5y
e 3 6 1 20
gQ(x)——x x2- R(x) “EX 5§

80(x) = x® + X +x4+x +1; R(x) =0Y

[Q (x) = 6x° + 5X°
[Q (x) =6

-4 R((X) =4
-3¢+ 9 R(X)=0]

c) Divisione di un polinomio per un binomio di primo grado: regola di Ruffini.

(®=32): (x=2)
B +2¢—x+1): (x+1)
(=3x—=3C+4+x3) : (x—4)

03 +x*—6x2 —5x —15) : (X + 3)
a_flx +1X 2 o& 30
gs* T2 T
—x2+x3 x 1o (x+1
€3 rzj( )

14
(3x4 +3- 2% - x) : §<+§g

(x5 23 +X): (x-2)

an3_§X+1 _ngae 16
& 3 ﬂ% 35
B -—x+4x2 4986‘ 10
& 2 ng 2y

(M =2¢ +x+1): (x—1)
C—2*=x*=2): (x + 1)

10

[Q () =x* + 2 + 4 + 8 + 16, R (x) = 0]
[Q()=3C- 3¢ +5¢- 6;R(X)=7]
[QX)=x2+Xx+1R(X) =8

[Q(x):x3-2x2-5R(x) 0]
é 1, 1
QRI= X+ 5% 50 R = 80H
o0 =-2x +2x3 + e+ Iy L g =. 20
gQ(x)— 3x +3x +3x +3x 3,R(x) 3
€00 =3¢ - - Ox 2 Ry <250
SQ(X)—SX3 X X 9,R(x) 574
[Q()=x*+2C+2 +4x + 9 R (x) = 18]
[Q®)=X- x- 3;R(x)=0]

1, 15 27 370
8(x) 2x" - x+2x +I - ()_-1GH
QX =7 +7x2+5x+6;R(x)—7]

QM) =x-x*- X +x- X+2R(X) =- 4]



(7+ X+ X =2 +x3) 1 (x+ 1) [Q()= X3- X +4;R(X) =3

&, 66 5258 58U
g3x X gg(x’fl) SQ(X) 3% T3ty RX= "l
0C—2C—6+8): (x—2) [Q(X)=x°- 2x+4R(x)-2]

2 . é 1

0C—4ax+2): (2x—1) SQ(X)'E - R() 4H

&3 -1):(2x-1) [Q (X) = 4¢° +2x+1,R(x)—O]
A+ 1065 =2) 1 (2 + 1)

(6% +7x +2) : (3 + 2) [Q(X)=2x+1;R(X)=0]

(6x° — 1% + 12x—6) : (3x — 1) [Q(X) =2A- 3x+3R(X) =- 3]
(¢ -2¢ —2x—1) : (%-4) [Q () =x*+x+ 1 R(x) =3
-2 —2): (- 4x+12) §Q(x):-x2-gx- %5; R(x):88§

(x3—2x2+x):g%x—19 QX =2¢+2R((X =2]

2

—

gex“—%xg+1x+lg§ 12 §Q(x) 3>?+—x2+ x+2 R(x)——H

g§x8+ x+%o(x+2) gQ(x):§x7— %x6+%x5-l—;3 x3 22¢ +44x - 88; R(X)_S_ZQE
2

23+ 4 -3x+6): (x—2) [Q(X)=- 2¢- 3,R(x):0]

1



Si passera ora ad analizzare alcuni metodi utili ai fini di scomporre un polinomio. In realta, per scomporre un polinomio
non esiste unaregolaben precisa, mavi sono vari metodi basati su proprieta e regole delle operazioni tra polinomi.

a) Raccoglimento a fattor comune.
Nell’ effettuare la scomposizione di un polinomio occorre chiedersi in primo luogo, prima cioe di applicare una
gualungue regola, se € possibile effettuare un raccoglimento a fattore comune.
Ad esempio il polinomio
P () = 2¢*+ 33 -5 +X
puo essere scomposto mettendo in evidenzalax:
P() =2*+ 33 -5+ x = x (2 + 3 —5x + 1)
Dunque, se tutti i termini di un polinomio hanno in comune uno o piu fattori, si puo effettuare il raccoglimento a fattor
comune, detto anche messa in evidenza.

Puo capitare, perd, chei termini del polinomio abbaino agruppi dei fattori comuni, come ad esempio, nel polinomio:
P(X y)=xy+y+2x+2

incui i quattro monomi traloro non hanno fattori in comune mail primo ed il secondo hanno in comune y ed il terzo ed

il quarto, invece, hanno in comuneil 2. Si puo allora scrivere:

PXy) =xy+y+X+2=y(x+1)+2(x+1)

che, asuavolta, &€ lasommadi due termini aventi in comuneil fattore x + 1, per cui si ha:

PXy) =xy+y+2X+2=y(x+1)+2Kx+1)=x+1)(y+2

Dunque, i termini di un polinomio, pur non avendo fattori comuni atutti, possono avere fattori comuni a gruppi. Si pud

allora effettuare un primo raccoglimento parziale tratali gruppi riuscendo, spesso, ad ottenere un polinomio nel quale si

puo effettuare un altro raccoglimento arrivando, cosi, ad ottenere la scomposizione del polinomio dato.

b) Differenza di due quadrati.
Se un polinomio si presenta come la differenza di due quadrati, esso si pud scomporre nel prodotto della somma delle
basi per laloro differenza:
a’—b’=(a+b) (@a—=b)
Esempi.
X—4=(x+2) X—2)
49— 9= (7 + 3X) (7-23X)
x*—16= (6 + 4) (C—4) = (C+ 4) X—2) (X + 2

¢) Trinomio che sia quadrato di un binomio.
Se in un trinomio due termini sono quadrati di monomi ed il terzo termine € il doppio delle rispettive basi, allora il
trinomio eil quadrato di un binomio:
a® +b?+2ab = (a + b)?
a’+b?- 2ab=(a- b)?
Esempi.
X2+ 9+ 6x = (x + 3)
43’ - 20ab + 250%= (2a — 5b)? = (- 2a + 5b)?
C—2C+x=X (K —2x+ 1) =x (x—1)°

d) Trinomio particolare di secondo grado.
Non sempre un trinomio di secondo grado il quadrato di un binomio.
Se nel trinomio di secondo grado X +ax + b, il coefficiente del termine di primo grado, cioé a, ed il termine noto, cioé
b, sono rispettivamente la somma algebrica ed il prodotto di una stessa coppia di numeri, se p, alora il trinomio si
scompone nel prodotto di due binomi di primo grado, precisamente (x + s) e (X + p):

X2 +ax+b = (X +9) (X +p)
Esempi.
X2 +5x+6=(x+2) (X +3) [infati: s+p=2+3=5=a;s” p=2" 3=6=b]
x*- 2x- 15=(x- 5) (x + 3) [infatti il numero 15 &il prodotto di 3 e 5; poiché, perd, 15 ha segno negativo vuol dire che
uno dei due fattori deve essere negativo, cio& - 15 = (- 5) (+ 3) oppure - 15 = (+ 5) ¢ 3); se si anadlizza ora il
coefficiente del termine di primo grado, cioe - 2, si pud banalmente verificare come esso sia il risultato della somma
algebrica solo dei numeri - 5 e+ 3, che sono appunto i numeri cercati]
X2- X +6=(x- 2) (X- 3
X2+4x—5=(x- 1) (x +5)



Si osservi che, qualorail coefficiente del termine di secondo grado sia diverso da 1, bisogneratrovare due numeri se p
la cui somma sia sempre uguale al coefficiente del termine di primo grado, cioé a, ed il cui prodotto sia uguale al
prodotto del termine noto, cioé b, per il coefficiente del termine di secondo grado.
Esempi.
10+ 9x + 2= (2x + 1) (5x + 2)
Infatti si ha:
s+p=9=a

s p=2" 10=20
Ne segue che i due numeri, lacui sommaée 9 edil cui prodotto € 20, sono proprio s=4 e p = 5; per poter effettuare la
scomposi zione bisognera necessariamente sostituire al coefficiente dellax lasommadei due numeri trovati ed effettuare
successivi raccoglimenti, perché non esiste una regola risolutiva come nel caso in cui il coefficiente della x° sia uguale
ad 1. Si pud quindi scrivere:
102+ 9x + 2= 10+ (4 + 5) X+ 2= 10" + 4x + 5X+ 2= 5x (2x+ 1) + 2 (2x + 1) = (2x + 1) (5x + 2)

Dunque, se nel trinomio di secondo grado il coefficiente del termine a quadrato € diverso da 1, si cerchera di trovare
due numeri la cui somma sia uguale a coefficiente del termine di primo grado ed il cui prodotto, invece, sia uguale al
prodotto del coefficiente del termine di secondo grado per il termine noto. Si sostituisce poi a coefficiente del termine
di primo grado lasomma dei due numeri trovati e si procede con una scomposizione con raccoglimenti afattori parziali.

e) Somma e differenza di potenze simili.
C+y’= (x+y) (F—xy +YP)
XNy = (X +y) (XX xRy xy™ iy Y
X =y’ = (x—y) (C+xy +y)
X'—y" = (x—y) X" EXT A X YR ey 2yt
Esempi.
XCH1=(x+1) (C=x+ 1)
X+ 27=3+ 3= (x +3) (¥— 3x + 3%) = (x + 3) (¢~ 3x + 9)
X—1=(x—1) (¢+x+ 1)
x°—64y°=x0 = 2°%°=x°— (2y)°= (x - 2y) [ + X2y +°(2y)* +XA(2Y)° + x(2Y)* + ()] =
= (x —2y) (¢ + 2xy + 4CY° +8CY° + 16y + 32y°) = (x— 2) [X'(x + 2y) + ACYA(x + 2) + 16y*(x + )] =
= (x —2y) (x + 2) (<" + 4xy? + 16y")
Si osservi chel’ esercizio precedente poteva essere risolto anche per altravia, cioe scrivendo:

x°—64y°= ()= (8y°) 7 (0= 8y°) (C+ 8y") T (x = 2y) (0 + 2xy + 4y°) (x+ 2y) (- 2y +4y%) =

differenza di differenza e
due quadrati somma di cubi

= (x —2y) (x + 2y) (X* + 4xy* + 16y*)

f) Polinomio sviluppo del cubo di un binomio.

Se in un quadrinomio due termini sono cubi di monomi e gli altri due termini sono i tripli prodotti del quadrato di una
delle due basi per I'atra, il quadrinomio €il cubo di un binomio:

a®+b%+3a%h +3ab’=(a + b)*

Esempi.

a>+27b° + 9a°b + 27ab’= (a + 3)°

X+ 3¢y + Y 437y =x (0 + 3y + Ay +y°) = (x +y)°

g) Scomposizione con la Regola di Ruffini.

Quando ci si accorge che non & possibile applicare uno dei metodi sopra richiamati, bisogna ricorrere, qualora sia
possibile, alla scomposizione tramite la Regola di Ruffini.

Si definiscono zeri o radici di un polinomio i valori numerici che annullano il polinomio stesso.

Si consideri il polinomio:

P1(x) =x°+ 3°—6x—8

incui il coefficiente del termine di grado massimo siauguale ad 1.

Si procedera per tentativi nell’intento di determinare quel numero, daricercare trai divisori del termine noto di P; (X),
che siaproprio uno zero per il polinomio in esame.

Si osservi, in primo luogo, chei divisori del termine noto, cioedi 8, sono+ 1,+ 2, + 4, + 8.

Si consideri, ad esempio, x = + 1. Si avra alora

P(1)=1+3" 12-6" 1-8=1+3-6-8=-14+4=-101 0

Ne segue che x = 1 non € uno zero, ovvero unaradice, per il polinomio Py (X).

Si procede aloracon il successivo divisore del termine noto, cioési provaconx =—1. Si avra
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P(- )=(- 1°+3

(- 1)°-6" (- 1)-8=-1+3+6-8=-9+9=0

Ne segue chex=- 1 ésoluzione dell’ equazione P; (X) = 0, ovverox = - 1 éradice del polinomio Py (X).

E ora possibile effettuare la divisione trail polinomio Py (X) ed il binomio x —

del polinomio dato, utilizzando la Regola di Ruffini:

(1) =x+ 1, dove — 1 & proprio lo zero

1 3
Zero del polinomio _1 -1
- | 1 2

Dunqueil polinomio dato si pud scomporre come segue:

-6 -8
-2 +8
-8 | <4—| Restodelladivisione

X+ —6x—8=(x°+ X—8) (X +1)
ovvero nel prodotto di un polinomio di secondo grado, X + 2x— 8, per un polinomio di primo grado x + 1.

ESERCIZI PROPOSTI.

a) Raccoglimento a fattor comune.

2y + 10x

a¢ + 263 — 2%

— 4%y — 16x%y° — 8°y*

3 7 /6 9 3y/2 4\ ,7 3 5

SXTyE - ZxPy? - SoxdyT - Sx

2 y 4 y 2 y 8 y

(x-y)a+(x-yb

(x+y)° + (x+y)
@+b)(x=-3)+(a+b)(x+1)+(a+b)(4x-3
(ax gy)+(3x 3y) —(2x - 2y)

x*+x3 +5x+5

2X+2y +ax+ay + bx + by

3
=X - 4x+4- Ex
2 2

X2 + 4xy — 24y — 6X

X2 =32 + 3% (x — 1) + 2x(x — 1)°
2(x +y)° —ax(x +y)* + 4 + &Py
X2 + Ay — axCyz — x4z

b) Differenza di due quadrati.
X2 -1

25¢ — 4

16 —x*

16x° — 81y?

x*—64

625a% — 81

9
2X2_ E y2

éaz-

3b2

(3X + 2)* = (x + 3y)?
49x% — (2 — 5x)?
(3x—4)*-9

X =3+ x5 —x

4x? — 25y% — Byx + 15y°

(2x+1)°%- =

14

[2x(xy) + 5]
[23(2C +x - 1)]
[- 4x3y3(x2 + 43y +2y)]

&Y v 5 o

[(x- y) a+b)]
[ +Y)° (x +y + 1]
[(@+b)(7x - 5)
[(x- Y@+ D]
[(x + DEC +5)]
[(x+y)a+b+2)

€3 o) U
o= X- 4 X-1)
R el

[(x + 4)(x - 6)]
[2X(3x - 1)x- D)
(20 + )6 +Y7)
(" X2)x + 4y)]

2,500

'_XyEu“

[(x + 1)(x- 1)]

[(5x+2)(5x- 2)]

[(4+X)(4- x°)]

[(4x + 9y)(4x - 9y)]

[0 + 8)(<¢ - 8)]

[(25a° + 9)(25a° - 9)]

S2aex+ 3 yoa?')‘(- E yOU
§ s Eu“

esg—a+b98§a bE]IJLJ

[(4x+5y)(2x- y)]
[(2+2)(12x - 2]
[(3x+5)(3x- 13)]
[x(x- D)(x + 1)(x* + )]
[2(2x - Sy)(x +Y)]

Gl Gaf a
@E X+1g5 X+1%



¢) Trinomio che sia quadrato di un binomio.

3 —dx + 4 [(x- 2]
x22+ 9-6x [(x- 3)2]2
2>é +—22>§y++a>2/2 [(3x+y)]

(@ +a)7]

3.2 2 A gu

ZX +9xy + 27y §8§X+3y55

4a® + 32a° + 64a> [(2a° +8a)’]

o -y +2y-1 [9C- (y- 1)*=...=(X+y- )3x-y+1)]
1—4y* + 9 —6x [(3x+4y- 1)(3x- 4y - 1)]

Y -0+ 44y [ +y- 2y - % - 2)]

22Xy +YP +X—y [X- y)(x- y+1)]

Xt —x2 —4y? — axy [0 +X + 2y) (X - X - 2y)]

X' =y X +y7 + 2y [(x +Y)((x - V) +Y?) + 1)]

32 —2xy + Y2 + 38 —xy? [(x- Y)(x- y+x° +xy)]

a’+2ab+b?—c?
X3 — 4x%y + Axy? —x

[@+b+c)a+b- )]
[X((x - 2y)*- 1)]

d) Trinomio particolare di secondo grado.

xi +4x + 3 [(x + D)(x+ 3)]
X —4x+3 [(x- D(x- 3)]
X2 +6x—7 [(x- D)(x +7)]
xz +2x—-15 [(x + 5)(x- 3)]
x2—9x +14 [(x- 2)(x- 7]
a’+17a+ 72 [@+8)(a+9)]
5 ~3y-2 [(By+2)(y - D
x2—7x +6 , [(x- 1)(x + 1)(x"- 6)
a’+3ab+2b [(a+ 2b)@ +b)]
x§+2x—3 [(x- 1)(x +3)]
X —2x-3 [(x + 1)(x- 3]
x>+ 12x + 36 [(x- 1)
X% —5x + 36 [(X- 9)(X + 4)]
8x§+2x—3 [(2x- 1)(4x + 3)]
6x% + 11x + 3 [(x+1)(2x + 3)]
6 + Bxy —y? [(6x- y)(X +Y)]
e) Somma e differenza di potenze simili.
a®-27 [@- 3)@®+3a+9)
a®+27 [@+3)(a®- 3a+9)]
8 + 27 [(2x+ 3)(4x° - 6x + 9)]
e —27 [(2x- 3)(4%° + 6x + 9)]
32a° -b° [(2a- b)(16a* + 8a%b + 4ab? + 2ab® + b*)]
32a° +b° [(2a+b)(16a* - 8a%b + 4a%h?- 2ab® +b*)]
X —yP [(x- y) (< + X%y +°p% + Xy +Cy* +3%y° + xy° +y)]
x' -y [(x- y) (< +x°y + Xy +5%y° + Xy +xy° +y0)]
a®-1 [@- D@ +a*+a®+a’+a+1)]
a®+1 [@+1)@°- a*+a®- a®+a- 1)
3 3_8 ?38 _2(_533)(2 2_|_2 +4<'_5f,1
Y &Y 387 T3V 9
x'y" —128 [(xy- 2)0CY° + 2Cy° + axy* + 8CY° + 16x%y2 + 32xy + 64)]

T) Polinomio sviluppo del cubo di un binomio.
a®+b®+3a%b + 3ab? [(@+ b)3]3
27 + 54x% + 36x + 8 [(3x+ 2)7]
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3 _ w2 4y — _ ¢
XXy & 35,
1 3 3 2 2 2 %' 03[;]
27x 8y 3x y+4xy A3x ZyBE
XCy° — XA + 27xy — 27 [(xy- 3)]
X3 —6x% +12x— 8 [(x- 2)%
8+ 124 + 6x + 1 [(2x+ 1)%]
8a®—12a’b + Gab® —b*—2a+b [(2a- b)(2a- b- 1)(2a- b+ 1)]
a®+b®+3a’b + 3ab’—a® —b*—2ab [@+b@+b- 1)]
g) Scomposizione con la Regola di Ruffini.
=3 +7x -5 [(x- 1)(P- 2x +5)]
5 —x?—5x+ 1 [(x- 1)(x +1)(5x- 1)]
x*+6x3— 123 - 70x + 75 [(x + 5)*(x- 3)(x - 1)]
x* =233 —x% + 2x [X(X- 2)(X - 1)(x + 1)]
2¢ +5¢ -3 XC(x + 3)(2x - 1)]
P+ 27 -3y-1 [(y- 1)(F +4y + 1]
y'—11y’-18y-8 [(y + 2y + 2)(y - 4)]
y'+4y’ -2 —12y +9 [(y- 12y +3)]
y>+2y* — 81y — 162 [y + - 3)(y + 2 +9)]
X8 —14x* + 49¢ - 36 [(x- DX +1)(x- (X +2)(x- 3)(x+3)]
x =3 +2x [X(x- 1)%(x + 1)%( + 2)]
x> —3a%¢ + 2a'x [X(x- a)(x +a)(x*- 2a%)]
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