CAPITOLO 11
SISTEMI DI EQUAZIONI LINEARI

1. GENERALITA

Sao a,, ..., &,

..., &,, b numeri redi (o compless o eementi di un qualsas campo) nati.

Definizione 1.1.
Un’' equazione dellaforma
(1) a; X+ .. +ax+ .. +ax =Db
dices di primo grado, o brevemente lineare. | numeri a,, ..., a, ..,a, S dicono rispettivamente

coefficienti del’equazione, le x,, ..., X, ..., X, S diconoincognite mentre b & detto termine noto.

Definizione 1.2.

Se b =0, I'equazione lineare S dice omogenea; in caso contrario s dice non omogenea.

Definizione 1.3.
Un sistema lineare di m equazioni in n incognite € un indeme di m equazioni lineari nelle medesme n
incognite, scritto nellaforma:

TapX + .. tagX t .. tagx, = b

|

P

2 1+ .o+ X+ .. +a.x = Db
|

%amlx1+ .otagx L ta X, = b,
dove a; eil coefficiente dell’incognita x; nell’equazione i-esma. Un sistema lineare puo essere scritto, in
modo compatto, nella forma:
AX=N
dove A e unamatrice, X ed N sono colonne date da:

A = (aj); X = (x); N = (bj) per i=1,2.,n e j=1,2 ... m
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Osservazione: i termini noti della colonna N hanno un solo indice, cioé quello che indica I’ equazione cui

appartengono.

Definizione 1.4.

Una soluzione ddl’ equazione (1) € una n-upla ordinata (al, ey &y ey an) che sodtituita dla n-upla
Xy, e Xy -y X, laveifica

Unasoluzione ddl sstema (2) éunan—upla(al, ey By ey an) chesodiituitadlan-upla x,, ..., X, ..., X,
verificatutte le equazioni del sstema

Quando un Sstema ammette una o pit oluzioni S dice possibile; in caso contrario S dice impossibile. Due
gsemi aventi le medesme soluzioni S dicono equival enti.

Se un sgema é possibile ma hainfinite soluzioni S dice indeter minato dtrimenti deter minato.

Proveremo, ma lo s vuole subito evidenziare, che un sstema determinato ha sempre una ed una sola
soluzione.

Ve, ata proposito, il seguente schema:

deter minato (una sola soluzione)
possibili <
SISTEMI LINEAR < indeter minato (infinite soluzioni)

impossibili (nessuna soluzione)
Proviamo orail seguente

Teorema: seun Stema AX = N hadue soluzioni distinte, alora ne hainfinite.
Dimostrazione:
Sano Y e Z duesoluzioni dd Sstemacon Y Z. S avradlora
AY=N ed AZ=N
Cogtruiamo lan-uplaW data da:
W=1I1Y+nZz per |,nT A
conl +m = 1.S ha
AW) = Al Y+mZ) =1 AY+mAZ = | N+mN = N(I +m = N
Dunqgue W e soluzione. Poiché, inoltre, W &€ composto da infinite n-uple (a variare, ad esempio, di | e

con m = 1- | )il teoremae provato.
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Il problema ddlarisoluzione di un qualunque sstema lineare consste, dunque, nel trovare delle condizioni a
cui devono soddidfarei coefficienti ed i termini noti per sgpere in quale Stuazione il Sstemas collochi e poi,

nel caso in cui tai soluzioni esstano, di impadronirg di metodi per determinarle tutte.

2. RISOLUZIONE DEI SISTEMI QUADRATI DI EQUAZIONI LINEARI
Sadato un sstemadi n equazioni lineari in nincognite (i =j =1, 2, ..., n):
(1) AX=N

Definizione 2.1.
S chiamamatrice incompleta o dei coefficienti, associatad sstema (1), lamatrice A rappresentata solo
dal coefficienti &; reldivi dleincognite x,, ..., X;, ..., X, , CIO€!

A= (aij) per i=j=1,2..,n

Definizione 2.2.
S chiama matrice completa, associata d Sstema (1), la matrice B ottenuta da A aggiungendo ad la

colonna N da termini noti, cioe

By ay a, le
¢ -
g . R -
B:=[AN] := gail a; A bi:
éanl ani am bné

Nel caso in questione (m = n) vaeil seguente
Teorema (di Cramer): condizione necessaria e Ufficiente affinché il sstema (1) abbia una ed una sola
soluzione e che il determinante ddla matrice A dei coefficienti Sa diverso da zero. Soddidfatta tde

condizione, I’ unica soluzione ded Ssgema e datada

X, = ﬂ, X = b X = D, formule di Cramer
D D

doves éposto D = det A elaquantita D, eil determinante della matrice ottenuta da A sostituendo la i-

esima colonna con lacolonnada termini noti, peri=1, 2, ..., n.
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Osservazione: il teoremadi Cramer sopra enunciato € un teorema di esistenza ed unicita; cio dgnifica
che seil determinante della matrice dei coefficienti € uguae a zero dlorail Sstema o e indeterminato (cioé

hainfinite soluzioni) oppure & incompatibile (cioé non ha soluzioni).

Definizione 2.3.

Il sstema (1) 9 dice omogeneo seinesso e N =0, cioe sono nulli tutti i termini noti.

N.B. S osservi che s il Sstema € omogeneo con det A 1 0 dlora, per il teoremadi Cramer, I'unica
soluzione dd Sgemaelasoluzione banale, cioe x, = ... = x = ... = x, = 0.

Supposto m=nedet A1 0O, €noto che lamatrice A ammette I’inversa (cfr. cap. |l par. 4), cioe esiste
A*. Maltiplicando, pertanto, a sinistra entrambi i membri dell’ equazione AX = N per A i ottiene:

AN = AT(AX) = (A1A)X

dacui, per definizione di matrice inversa, 9 ha

AIN=IX
ciog
AIN=X

0 equivaentemente, in formanon compaita:

Quindi, svolgendo il prodotto righe per colonne, S ottengono le soluzioni del sstema dato.
Tde procedimento di risolubilita, sostanzidmente equivdente dl’'uso delle formule di Cramer, di un
sgemalineare di n equazioni in n incognite € conosciuto con il nome di metodo della matrice inversa.

Esso € particolarmente usato negli eaboratori.

ESEMPIO 1
a) Risolvere il seguente Sstemalineare 3~ 3 non omogeneo:

i Xx+z=1

l2x+y+22 =2

bo-x+y =1

In primo luogo occorre verificare seedet AL 0.
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el O 1('_j
A=S2 1 20 b detA=110
é-l 1 Og

Per il teoremadi Cramer, quindi, I’ unica soluzione del sstema é data da:

@l D2 D3o
X, Y, 2Z) =¢—=, =, ==
ey 2 =67 T 75
dove:

1 0 1 1 1 1 1 0 1
D=12 1 2=-1, D, = 2 22=0, D=2 1 2=2
1 1 -1 1 -1 1 1

Dungue I’ unica soluzione del sstemadato @ (x, y, z) = (-1, 0, 2).
b) Risolvere il seguente Sstemalineare 3~ 3 omogeneo:
iXx-3y+2z2 =20
} x+z =20
L1ox-y+2z =0
1 -3 2
Poichédet A= 1 0 1 = -11 0, essendo il ssema omogeneo, |'unica soluzione e qudla
2 -1 2

bande, cioe (X, y, 2) = (0, 0, 0).

ESEMPIO 2
a) Risolvere il seguente sstemalineare 3~ 3 non omogeneo con il metodo della matrice inversa:
i x+tz=1
l2x+y+22 =2
I o-x+y =1
Poiché det A=1 ! 0 esste A*'. Occorre in primo luogo cacolare I'inversa di A; la matrice de

complementi dgebrici &

&2 -2 B ®2 1 -1
A* =1 1 -1, b (A =2 1 a
é-l 0 1 §3 -1 1



dacui:

&2 1
(AT = (A = &2 1
§3 -1

A'l = -
det A

g1 B

Pertanto la soluzione del Sstema & datada:

0 a2 1 1oaéo a0 e 24+ 1x2- l>ﬂo
Svi = %2 1 q b Svi = S ox+1:2+0XL
ézy) §3 -1 1z§1g ézé 3x- 12 +1x1 g
Quindi:

& eelo

gy; ¢ 0~

ézB é 25

Dunque lasoluzione ddl sstemadao e (x, y, z) = (-1, 0, 2).

Osservazione: 9 noti cheil Semaeragia dato risolto con il metodo di Cramer in ESEMPIO 1.a e che

la soluzione oratrovata con il metodo della matrice inversa e ovwiamente la medesima di quella ottenuta
precedentemente.
b) Risolvereil seguente sstema 3~ 3 lineare non omogeneo con il metodo della matrice inversa:
12x+3y+4z = 53
b 3x+5y- 4z = 2
tax+7y- 2z = 31

Poichédet A=10! Oesiste A'. Risllta

218 -10 1 @218 34 -32
A* =¢34 -2 -2, b (A*) = &10 -20 20;
ész P él -2 1p
da cui:
8 M -w Lo o -
e -320 ¢ £ £ "“E-
.18 ¢5 5 Bl
AY= SE10 -0 200=8-1 -2 2]
§1 2 15 ¢L1 .1 L
€10 5 10g
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Pertanto S ottiene:

@9 17 165 & 17 16
R I A
Qy;:g-% 2 %292; b Svi = 9 1563 22+261
éz_ ¢ — -= —+§316 ézﬁ G— L3 1ot Lars

e 10 5 10g el0 5 10 ¢
ciog

sd77 34 490 )

20 5 5 5. =2 269
y. = ¢ -57+62 b yo = /5.
§< ¢85 2 3 é+ Fé_
Z0 —- —+— Zg 8o

é 10 5 10

Dunque lasoluzione del nostro sistemaé (x, y, z) = (3,5, 8).

S risolva, per esrcizio, il Sstema utilizzando laregola di Cramer e s verifichi che la soluzione ottenuta €

natural mente identica a quella precedentemente trovata.

3. RISOLUZIONE DI SISTEMI LINEARI QUALSIAS
Siadato un sstemadi m eguazioni lineari innincognite(i=1,2,..,n e j=1,2, .., m):

2 AX=N
Il nostro problema e ora di trattare il caso generde ciog il caso in cui non € possibile applicare il teorema
di Cramer. In particolare, dunque, i cas conm?* novwerom=nedet A=0.
Per i dgtemi rettangolari o quadrati non di Cramer esste un teorema di carattere molto generde dovuto a
francese Rouche e dl'itdiano Capelli* che ¢i fornisce una condizione di esistenza e non esistenza delle
soluzioni. Da notare che il teorema, pur molto interessante, non ¢i insegna come calcolare la soluzione.

Pertanto, per tale scopo, occorrera battere altre vie.

! Rouché Eugéne, matematico francese ( Sommiéres, Gard, 1832-Lunel, Hérault, 1910 ). Professore di geometria descrittiva
a conservatorio d'arti € mestieri di Parigi, si occupo degli sviluppi in serie di funzioni, di problemi isoperimetrici e
principal mente della teoria delle equazioni algebriche.

Capelli Alfredo, matematico italiano ( Milano, 1855-Napoli, 1910 ). Insegno analisi algebrica al’ Universita di Palermo  (
1881 ) e dal 1886 a Napoli. Socio dell’ Accademia dei Lincei dal 1901, fu insigne analista; i suoi studi piu notevoli
riguardano la teoria delle forme e delle equazioni algebriche, nell’ambito della quale egli pervenne a risultati notevoli.
Autore di un trattato di algebra ai suoi tempi famoso, nel 1894 succedette a G. Battaglini nella direzione del famoso
“Giornale di Matematiche”, detto anche “ di Battaglini”.
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Enunciamo il seguente
Teorema (di Rouche-Capelli): condizione necessaria e sufficiente affinché un ssema AX = N ammetta
delle soluzioni e che la matrice incompleta e la matrice completa dd sistema abbiano la medesma
caratteristica (o, equivaentemente, lo stesso rango), cioe

r(A) = r(B)

Omettiamo la complessa dimostrazione.

Osservazione: il teorema di Rouché-Capelli nd caso de sgemi di Cramer € bandmente verificato

essendo:
r(A) =n per esseredet Al 0
r(B) = r(AN) = n  avendo AN solo n righe

E’ ancora banamente verificato nel caso del sstemi omogene poiché, essendo N = 0, risulta ovviamente:
r(AN) = r(A0) = r(A
Dunque selacondizione dd teorema € soddisfatta e se:
r = r(A) = r(AN)

occorre procedere secondo i seguenti due cadl, in modo da associare d Sstema dato un nuovo sistema,
detto sistema ridotto, che pud essere risolto utilizzando le formule di Cramer:

[°CASO: r =n(soluzione unica)

[1° CASO: r <n(infinite soluzioni dipendenti da n- r parametri)

Esaminiamo, anche con esempi, entrambi i cag.

[°  r=n:lasoluzionedd sistema € unica
In questo caso S codtruisce un Sstema ridotto formato da r equazioni | cui coefficienti forniscono un
minoredi A di ordine r non nullo. Le soluzioni dd ssema ridotto, in funzione dd teorema di Rouché-

Capelli soddisfano anche le equazioni scartate.

ESEMPIO

Risolvereil seguente ssemalineare 3~ 2 non omogeneo:

-2x+y = con min e r(A=rB)=n
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S ha

el -26 el -2 16
A=%2 1. e B=g2 1 5.
é—z 4y é—z 4 -2p

Poiché il minore M ottenuto considerando le prime due righe di A € tde che det M =

1 -2
= ‘ 5 1‘ = -3t 0dhar(A) =2 Invecel'unico minore di ordine tre estraibile da B & B stessa e
1 -2
risutadet B= -2 1 = 0. Ossarviamo, quindi, che r(B) * 3. Dunques ha r(B) =2 (&
2 4 -2

sufficiente, infatti, considerare lo stesso minore del secondo ordine gia estratto da A). Essendo r(A) =
r(B) =r =n = 2, fissamo I"atenzione sul Ssema ottenuto scartando la terza equazione. Tde Ssema el

sstemaridotto associato d minore M utilizzato prima. 1l Sstemarridotto:
i x-2y =1
},-2x+ y=5
come é facile verificare, Sruttando le formule di Cramer o il classico metodo per sostituzione, ha come

unica soluzione (X, y) = gae 1—; - gg Tde soluzione & soluzione del siema anche in accordo d fatto

che le equazioni scartate sono combinazioni lineari di quelle del sstemaridotto. Nel nostro caso 9 ha
-2x+4y+2 = (-2) (x- 2y- D)+ (- 2x+y- 5

cioe la prima equazione € addirittura proporzionde dlaterza.

[1° r<n:il sistemaha ¥"" soluzioni
Inta caso il Sstemaridotto € un Sstemadi r eguazioni in r incognite con il determinante della matrice del
coefficienti diverso da zero, che s ottiene come segue;
g individuaun minore di ordiner di B diverso da zero;
le r righe e le r colonne di B, con cui § forma il minore de punto precedente, individuano

rigpettivamente r equazioni ed r incognite dd ssema originario;
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delle m equazioni originarie 9 conservano solo le r individuate nel punto precedente e 9 trascurano le
dtre. Nelle r equazioni prese in condgderazione S lasciano d primo membro tutti i termini relativi dle r
incognite individuate nel punto precedente e S portano a secondo membro lerestanti n - r incognite;

ne Ssemaddler equazioni rimaste S assegnano vaori arbitrari dle n - r incognite portate a secondo
membro. S ottiene, codl, un Sstemadi r equazioni in r incognite equivaente d sstema originario ed avente,
per come e stato ottenuto, il determinante della matrice de coefficienti diverso da zero. Tade sSstema,
pertanto, ha una ed una sola soluzione ottenibile con le formule di Cramer. Tae soluzione dipende, pero,
come é ovvio e come deve essere, dagli n - r vaori arbitrari assegnati dle incognite d secondo membro.

Concludendo, il Sstemaha ¥ ™" soluzioni.

ESEMPI
1) Risolvereil seguente Sstemalineare2” 3 non omogeneo:

i X-y+3& =2
i con min e r(A)=r(B)=r<n
1-2x+3y-6z = -4

Le due matrici (incompleta e completa) associate a Sistema sono rispettivamente:

el -1 3 el -1 3 25 ¢ 20
A—g_ o B—g_ a2 eA 4
2 3 -6g 2 3 -6 -4 g 4y

Notiamo che, se M € il minore ottenuto considerando le prime due colonne di A, § ha det M =
1 -
= ‘ j =11 0.Seguedlora

r(A) =2 perché A contiene M ed ha due righe
r(B) =2 perché B contiene A, equindi M, ed haduerighe
Dunque r(A) = r(B) = r =2 Quindi il Sgemaha ¥"" = ¥*? = ¥* soluzioni. Il Sstema ridotto

associato el seguentes

oves éposto z=t. Seguechele ¥! soluzioni dd Sstema sono:
X =2-3,y=0enaurdmentez=t
Owviamente € bene che il lettore S convinca che queste funzioni di t, sodtituite nelle due equazioni de

gdemadi origine, le verificano entrambe.
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2) Risolvere il seguente Sstemalineare 3~ 3 non omogeneo:

I X-y+3Z =2
|l-2x+2y+z:5 (con m=n e detA=0)
13x- 3y+9z2 = 6

S ha
el -1 el -1 3 2
A=%2 2 1. e B=%2 2 1 5.
é:s -3 93 é:s -3 9 6p

Poiché, come gia osservato, I'unico minore di ordinetredi A e proprio det A che, come e facile verificare

(de resto la terza riga € proporzionde dla prima), € nullo, risulta r(A) < 3. Inoltre, ad esempio,

-1
A = ‘ ) j = -7 1 0 &un minore del secondo ordine non nullo, per cui s ha r(A) = 2. Per

quanto riguarda il rango della matrice completa s ossarvi che l’ultimarigadi B e proporzionde dla prima
(cosi come erain A) per cui hon esiste dcun minore di ordine tre estraibile da B diverso da zero; quindi
r(B) < 3. Dunque risulta r(B) = 2 (basta considerare lo stesso minore del secondo ordine estratto
precedentemente da A). Ne segue che il Sstema dato ha ¥ ™" = ¥%? = ¥' soluzioni. Poiché tde
minore, comune ale due marici, diverso da zero, € formato ddle prime due righe conserviamo solo le
prime due equazioni dg sstema; poiché, inadltre, tale minore & formato ddla seconda e ddla terza colonna
consarviamo a primo membro solo leincognitey e z. Quindi il Ssstemaridotto, posto x = a, el seguente:

j-y+t3z = 2-a

{2y+z = 5+2a

E dlorapossbile risolvereil Sstema utilizzando le formule di Cramer, cioe:

_ @ Do
2 = &5 53

D= A=-T D, =

2-a 13 -1 2-a
— . D2 -
5+ 2a

Dunguele ¥ * soluzioni sono date da:
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Osservazione: invece del minore di ordine due consderato 9 poteva anche prendere in esame un dtro
1
minore, sempre del secondo ordine, diverso da zero, per esempio il minore A" = ‘ = -21.S

giungeva, cos, ad un nuovo sSstema equivaente:

1
a1
1
N
(op

j-2Xx+z
|
13x+9z

1

(o)}
+
w
o

cony=b. S halasoluzione

dove

5-2b 1 13 -2 5-2b
D= A'=-21 D, = s era| -

:_-b; D2: g
6+3b 9 7

Dunguele ¥ soluzioni del Sistema originario, in questo caso, sono date da:

Si vedesubitoche, posto b = a +1—73,si hanno esattamente |le medesime soluzioni.

3) Risnlvere il seguente Sstemalineare 3~ 3 non omogeneo:
i2x+3y-22 =5
%x-2y+3222 con m=n e r(A)?r(B)
Lax-y+4z =1

Risulta

& 3 -2 & 3 -2 5
A=¥1 -2 3 e B=%1 2 3 28
§4 -1 4

§4 -1 4y 15

Poiché det A= 0 ed un suo minore dal secondo ordine & tae che

1:-71 0 9 vede
-2

bandmente che r(A) = 2. Inoltre, s2 9 conddera la matrice completa B, s pud osservare che

2 3
1 -2 2 =561 0percui r(B) =3.Dunque, per il teoremadi Rouché-Capelli il sitema dato
4 -1

non ha soluzioni.
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4. TRIANGOLAZIONE PER RIGA DEI SISTEMI
SiaSunsggemad m eguazioni lineari in n incognite e Sa B la matrice completa ad asociata. Se B' e
lamatriceridottadi B 5 pud facilmente dimodtrare chei sstemi S, la.cui matrice completaeB, ed S', lacui

meatrice completaé B', sono equivalenti. Dunque, per risolvere S é aufficiente risolvere S'.

ESEMPI
1) Risolvere il seguente Sstemalineare2” 2 non omogeneo dopo aver ridotto la matrice completa ad
associata
12x+3y =1
i3x+2y = 4
S condderain primo luogo la matrice completa associata d Sstemadato e S effettuano poi le operazioni

elementari sulle suerighe, ciog

& 3 1 & 3
5

.
B= 05,3, %, Y24® 0 -
S3 2 g5 RO G, 59

Poichélamatrice B' éridotta, il Sstematriangolare associato €

12x+3y =

Dalla seconda equazione segue y = - 1; sodtituendo tae valore nela prima equazione s hax = 2.
2) Risolvere il seguente sstemalineare 3~ 3 non omogeneo dopo aver ridotto la matrice completa ad
associata

i4x+y-3& = -2
}x+2y- 2z= -6

1 x-y-z=0

S considera, come fatto in precedenza, lamatrice ridottadi B, cioe:

d 1 -3 -2 @ 1-3 -2 a 1 -3 -2
B= &l -2 -6 %3@&%@@ 1 -BL%GHHTFA®LO 3 -1 -6
él -1 -1 0 él -1 -1 0p 0 -5 -1 25

& 1 -3 -206

KHBBOLO 3 -1 678
S0 0 -8 -2
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Dungue lamatrice B' eridottaper cui il Sstematriangolare associato €

i14x+y-3z = -2
} y-z= -6
1 -8z2=-24

Ddlaterza equazione, pertanto, S ricavaz = 3; dallaseconday = - 1; ddlaprimax = 2.
Ne segue che il sstemahalasolasoluzione: (x,y, 2 = (2, - 1, 3.

3) Risnlvereil seguente sstemalineare 3~ 3 non omogeneo dopo aver ridotto la matrice completa ad

asociata
I Xx+3y+z =3
3x- 2y+4z = - 3
1 2x-y-3%2=4
S ha
d 3 1 a 3 1 35 A 3 1 30
B=¢3 -2 4 -LUKBUHOO -1 1 -12%%B%FOO -11 1 -12
éz -1 -3 4p 2 -1 - 45 éo -7 -5 -2§%

4 3 1 36
% So Yo e® éo 111 120 = B
0 0 -62 6%

ottenendo cosi il seguente Sstematriangolare associato:

I X+3y+z = 3
b-1ly+z = -12
1 -62z = 62

Ddlaterzaequazione risulta che z = - 1; sodtituendo il valoredi z nella seconda equazione S ottiene y = 1
infine sodtituendo i valori di y edi z nella prima equazione s ricava X = 1. Dunque la soluzione ded Sstema
oiginaioe& (x,y, 2 = (1 1, - 1).

Osservazione: il criterio precedentemente illusirato per risolvere in modo pratico un Sstema di equazioni
lineari € noto con il nome di metodo di Gauss-Jordan oppure metodo di riduzione o triangolazione a

gradini.
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ESERCIZI PROPOSTI

Risolvere i seguenti sistemi lineari 1)-30), utilizzando, dove possibile, sia il metodo di Cramer sia
guello della matrice inversa, dopo aver analizzato gli esempi a)-d):

12x+3y+4z = 53
8) | x+5y- 4z = 2

lax+7y-2z = 31
Il dstema dato € quadrato per cui occorre cacolare in primo luogo il determinante della matrice dei
coefficienti ad asociata. Cosl facendo s verifica se sono soddisfette le ipotes del teorema di

Cramer. Risulta

2 3 4
dtA=D=[3 5 -4 =101 0
4 7 -2

per cui il Ssemas puo risolvere gpplicando le formule di Cramer, cioé:

@1 Dz Daé
X! !Z = _l_l _;
xv.2) = &5 5 55
dove:
53 3 2 53 2 3 5
D,=|2 5 -4=30; D,=[3 2 -4=50; D,=[3 5 2| =280
31 7 -2 4 31 -2 4 7 3
Dunque I’ unicasoluzione dd stema &
a30 50 80p
X’ ’Z = _1_1_+ = 3! 518
v.2) = &5 10" 106 = 358

S cdcdli lasoluzione dd Sstema dato con il metodo della matrice inversa e 9 veifichi che la soluzione

trovata é lastessa (cfr. ESEMPIO 2, b).

Verifica: per essere Scuri chela soluzione trovata € giusta basta sotituire in tutte le equazioni de sstemali
vaori di X, y ez ottenuti e verificare, quindi, che esse Sano tutte soddisfatte.
La soluzione trovata e esatta poiché

2°3+35+4>8 = 53, 3>3+55-4:8 =2, 433+735-2°8 = 31
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b) Risolvereil agema AX = N dove:

A 1 1 1
_¢0 4 0 3
2 0 0 5
& 0 3 2

E undgemalineare4” 4 dd tipo

Risulta
1 1 1 1
0O 4 O
detA=D = =
2 0 O
0O 0 3 2

a0 a0
Ok _ {5
¢z+’ ¢ 4*
et;J g- 15

iXxty+z+t = 0

[ 4y+3 =5

L 2x+5 = 4

f &+t = -1
-701 0

(basta sviluppare il determinante, per esempio, rispetto agli elementi della secondariga)

Pertanto € possibile risolvere il sstema, per esempio, con il metodo della matrice inversa. S ha

=60 -18 -16 245
g -
15 -13 4 -6-
A* - Q p (A*)T —
¢-5 9 8 -127
€20 6 -18 -8z
dacui:
®e 6 3
c - -—
260 15 -5 205 ¢ ; 12
¢ T ¢ = = _
AL = _i9_18 -13 9 6% _¢3 70
70¢6-16 4 8 -18 ¢ 8 2
6 -12 -84 ¢35 35
824 6 -12 -8g Q_E 3
& 3B 3H
Dungue lasoluzione dd Sstema s ottiene ddlardazione:
20 geoé
¢V _ p1C Ot
¢z~ ¢ 47
&to & 1

a 60
¢

g' 18
¢-16

& 24

15
-13

4
-6

-5 205
9 6.
8 -18°

12 -8p
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Svolgendo i cdcoli segue

) e 16
&0 ¢ 5T
¢ ¢ 17
g _ = Q -~
ézf ¢ ?

- C- =

1§7] -

& 15

Dunque lasoluzione cercata &

_xel 1 0
(X)y) Z! t) - % 2! 2! 1! 1@
S veifichi, per esercizio, che la soluzione € esdatta e 9 risolva il Sgtema con il metodo di Cramer
confrontando le due soluzioni.
12x-3y+z =1
C) i5 _
TX+y-2z =17
Il dstema é rettangolare per cui occorre applicare il teorema di Rouché-Capelli. Consideriamo le due
meatrici associate d Sstema:
-3 1p -3 1 15
A= 0 & =2 2
& 1 -2 & 1 -2 7

Sappiamo che O£ r(A) £mini 2,3y =2e0£ r(B) £mini 2,4y =2,

Poiché A = D' = ‘ j = 17 * 0 &unminore estratto daA non nullo, risulta r (A) = 2. Per quanto

riguarda la matrice completa B basta considerare 1o stesso minore del secondo ordine diverso da zero;
segue che @ anche r(B) = 2.
Dunque il sstema dato ammette ¥ ¥ = ¥ ' soluzioni. Per determinarle S ossarvi che il minore non nullo
considerato € gato ottenuto con i coefficienti delle incognite x ed y. Poniamo, pertanto, z= a e
risolviamo il seguente Sstema equivaente:

i2x- 3y = 1-a

%, S5Xx+y = 7+2a

lacui soluzione s pud facilmente determinare con le formule di Cramer, con:

A=D =17, D, = = 9+ %

1-a -
j: 22+5%; D, =

2 1- a
7+ 2a

5 7+2a
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Dunguele ¥ soluzioni sono:

(x z) _a?2+5 9+9a ag
VA TE 7 T %
S completi I’esercizio verificando le soluzioni.

& 1 -1¢6 ax0 a80
dA=¢ -3 25 X=&ii  N=g&

és 13 -10g ézﬁ éGE

Poiché il sstema associato AX = N e quadrato bisogna cacolare il determinante della matrice dei
coefficienti. Risultax

2 1 -1
detA=D =|1 -3 2 =0
5 13 -10

Il Sstemanon S pud pertanto risolvere con le formule di Cramer. Occorre allora, per sapere se ¢i Sono

soluzioni, utilizzare il teorema di Roucheé-Capelli. S osservi, atal proposito, che r(A) = 2 essendo:

2
A'=D'=‘ j=-710
1 -

hY

Per quanto concerne la caratteristicadi B 9 noti chel’unico minore orlato di A' € proprio A. Poiché tde

minore é nullo segue che r(B) = 2. Dunque il sistema ammette ¥ * soluzioni calcolabili con le formule di

Cramer, risolvendo il seguente Sstema equivaente:

] 2x+y = 3+a

ix-3y =2-2a
Risulta, quindi:
3+a 2 3+a
A=D=-7, D = = 11+a; D, = =&3-1
2-2a - 1 2-2a
Segue chelasoluzione dd ssema e
(x Z):a_5-11+a _Ea-lag
)y) % 7 L] 7 ’ ﬂ
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Gli esercizi seguenti sono conggliati alo scopo di esercitars. Le soluzioni sono date a margine degli esercizi

dess.
I X+y+z =16
1) {3x-2y+z =2
l -x+2z=75

|
|
o)t 2x+2y+5 = 0
1 7
j2% Y7377 °
B8 2 -2 ax0 anQ
A= 1 -1i; X = Sy N=¢o.
él -1 33 éza 8y
IX+2y-2z =17
4)% 3x+2z =5
t2x-y+xZ =0
I X+y+z+t = 2
5)'1'2x-y+22- 2t =1
. By+Bz+6t = 7
f X+3Z-t=5
8@ 3 -1 1 ge(o gesc_-,
1 -2 1 2o i 16.
6)A:(s: T X:gy’ N:g
¢co 3 2 -1: sz (}-9:
&4 0 -3 -1g Sty € 4p

i Xty-2z+t =0

7)| X+2y+z =0
{2x+3y+3z-t = 0

f x+y+z+t = -3

I 2x+y+z+t =
'i'x+2y+z+t =
-:-x+y+22+t =

fx+y+z+2t =

o OO O N

I x+2y+3z = 10
91 x+2z2=75
13x-2y+5z = 10

[(x, v, 2) = (1, 2, 3)]

. A 1 o
X)y! Z) - %2) 21 OBH

0]

[(x, y,2) = (2 -3 1)]

[(xv.2) = (30, -2)
gx, Y, Z, t) = %’ 1,1, %%g

[(x, y,zt) =(-11 -1, - 2)]

[(x, v,z t) = (21,1 1)]

$ 5-a
XV, Z :a%-Za,—,a
dx ¥ 2 = ¢ 2
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13X+y-2z =5
10) {x+y- & = 13
Pax+y+z =1

a -1 3 ax0 ado
1) A=$3 -1 2o X = Syl N = &3
éo -2 T3 ézfa éOB
I x-y+3 =1
12) 13- y+3 = 3
1-2y+7z = 10
i x+3y-z=1
13y TV
12X-y+3z =5
| 2x+6y+z = -3
1) | TV
7 X+3y-z=2
0
A -1 1y C - a0
15) A = ey X = Zyi; N=¢-=
VASSG 15 éy_ S
0
] x+y=1
: 1
16) j X- y = 3
{9x+3y = 5
110x- 12y = 4
I X_y_}
17) i 4
P 3x-2y =1
1 3x-6y=0
i X+y-z =4
[2x+2y+3 = 3
18) |
i - =1
f SxX+z=29
gé -1 0 Sel@
3 0 2. e 3
19) A = § % X = &ys; N=¢
2 -1 1t = ¢ 2
- ﬂ -
$ 2 -3 & 25

[(x, v,2) = (-4- &, 17+11a, a)]

s a+7 2_0u
XY,z = ,a, —a+;
govd =g 7
[incompatibil€]
axyz) :aé6-8a -3 agl;l
e ] ) % 7 ] 7 ] ﬂH
Iy = TR 4 _fod
g 3 30y

[incompatibil€]

[(x, y,2) = (2,1 - 1)]

[incompatibil€]
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I 2x+y-2z+3t =2
20)15x+ 4y- 2z+5t = 1
I x+2y-t=-3
I X+y-7z=20

21) §
19X-y-5 =

:::2X+2y- 2z
22) | 3x+ 2y - 4z
Ix+1 32
f*2Y7 3

I
o O

i x+ty-z=0
23) | 6x+3y- 92 = 0
15x-y-11z = 0

I x-2y-3 =0
24) | Sx+4y+2z = 0
17x+14y+132 = 0

@a -2 30 &0
XA =95 -1 -1l X = Sy
§3 115 )

19x+8y-3z =0
26) | 5x+6y+z = 0
lox+3y-4z=0
1 X-3y-z=20
27)%2x+5y+22 =0
¥ 5X-4y-z2=0

‘| Xx+z=20
+t =0
28)%y
.I.X+y =
fz+2t =
i X+2z-t =0

290} 2x-2y+z =0
1x- 4y-4z+3t = 0

I X+3y- 2z+4t = 0
30) | x+4y- 3z+5t = 0
L x+2y-z+3x =0

gx,y,zt) g3e7+2a3 b -8- Z+5b bgutj
[(x y,2) = (2a, = a)]
[ y.2) = (22, -a, )
(% y.2) = (22, -a, )
gx,y, 2) = g’—;a, - ga,agg
00

[solo la banal€]

[solo la banal€]

[(x, v.2) = (a, 4a, - 11a)]

[solo la banal€]

[(x, v,z t) = (@,b, - 2a +2b, - a+2b)]

[(x, y,zt) = (-a-b,a-b,a, b)]
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