CAPITOLO I
MATRICI E DETERMINANTI

PARTE STORICA

Il concetto di matrice (dd laino matrix o mater) fu introdotto da James Joseph Silvester
(1814-97) in “An essay on canonicd forms’ (Londra, 1851) per indicare una disposizione rettangolare di
numeri dla quale S potessero, nel caso quadrato, associare quantita numeriche dette determinanti. A
parte dcuni prodromi risdenti avari autori quai Gabrie Cramer (1750, Genova), Pierre Smon Laplace e
Alexandre Théophile Vandermonde (1770), Etienne Bezout (1779), la teoria dei determinanti nasce in una
Memoria di Cauchy del 1812 ed in un contemporaneo lavoro, meno pefetto, di Jacques Binet (1786-
1856). Augudtin Louis Cauchy (1789-1857, ingegnere militare e Professore dl’Ecole Polytechnique di
Parigi) riprende il termine di determinante da Carl Friedrich Gauss (che non diede effettivamente contributi
dlateoria) sviluppandone di fatto I'intera teoria. La notazione a due indici attude é dovuta d matematico
tedesco Leopold Kronecker (1823-1891) mentre lanozione di rango (o caratteristica) di una matrice €
merito del tedesco Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917). A partire dal 1858, in una serie di lavori,
Arthur Cayley (1821-1895), matematico ed avvocato inglese, professore di Algebra a Cambridge ed
autore di piu di mille Memorie, inizio ad operare con le matrici definendo per esse le operazioni di
addizione e maltiplicazione, costruendo, in tal modo, le bas dd moderno calcolo matricide. La teoria delle
matrici, dunque, sviluppatain dretta connessione con lateoriade vettori, ha trovato notevoli applicazioni in

molte branche SaddlaMatematica che ddlaFisca

1. GENERALITA

Sanodati m” nnumeri redi &; (non necessariamente tutti nulli).

Definizione 1.1.
S definisce matrice ad m righe ed n colonne o brevemente matrice di ordinem” n ela g indica, per
comoditd, con una lettera maiuscola ddll’ dfabeto, una m-upla ordinata di n-uple ordinate. Gli elementi di

unamedesman-uplas dicono righe, qudli aventi il medesmo indicein n-uple diverse S dicono colonne.



Da un punto di vigta piu intuitivo S pud definire una matrice come un indeme A di mn dementi dispodti
come segue:

g@u oo .. A0

g... e e e ...?
A= gaﬂ - T -

G, ay o
Generdmente 5 € soliti indicare, per comodita, una matrice anche nel seguente modo:
A= (a”) pri=12..mej=12 ..,n
Ogni elemento ; dellamétrice A e doteto di dueindici, i e j, il primo dei qudi denotail numero d ordine
dell’ orizzontde a cui I’ demento appartiene ed il secondo il numero d ordine ddlla verticde. Le orizzontai 9
chiamano righe ddla matrice e le veticdi colonne, mentre S definisce linea indifferentemente

un’ orizzontae od una verticae. Il sgnificato delle parole righe e colonne € lo stesso, ovviamente, di quello

riportato nel primo capoverso. Dunque, I'élemento @; gppatienedlariga i-esmaealacolonnaj -esma

A volte occorre indicare eplicitamente, nella lettera che denota la matrice, il numero m dellerigheed n

delle colonne di cui € compodta; intd caso 9 scrive A, d postodi A.

ESEMPI
a 2

1)A:Q3 5. = A, éunamatrice3” 2(m=3edn=2)
é? 9%
& 7 4

2)A:g2 8 5: = A ; eunamatrice3” 3(m=3edn=23)
ée 3 9%

Definizione 1.2.

Unamatrice A di ordine m”~ n g dice rettangolare s in il numero delle righe e diverso da quello
delle colonne.
Nel caso m = n lamatrice A s dice quadrata di ordine n (0 m) con i’ = n? dementi. Una sffaita
matrice 9 indica brevemente come segue:

A=(a)) con i=j=12 ..,n

Gli dementi a,, ..., &, ..., a,, formano ladiagonale principaledi A.
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Glidementi @, 1, ..., & i+ ---» &, fOrmanoladiagonale secondariadi A.
In particolarese m = n = 1 lamatrice A = (a,,) € quadrata ed in questo caso la diagonde principae e

quella secondaria coincidono con | unico eemento a, .

ESEMPI
a1 1 R , , _ _
A= = e unamatricerettangolae2” 3(m=2edn=23)
83 -1 -4g
& 16 . , . o
2)A= + eunamatricequadrata2” 2 (n=m=2)
83 20

Inta caso gli dementi 2, 2 formano la diagonde principae mentre gli dementi 1, 3 quella secondaria.
3)A=(2) e unamatrice quadrataconm=n=1
In questo esampio la diagonde principale e quella secondaria coincidono con il solo demento 2 ddla

matrice A.

Definizione 1.3.
Una matrice quadrata D S dice diagonale se in essa sono nulli tutti gli eementi d di fuori di qudli che s

trovano sulladiagonae principae.

ESEMPIO
@ 0 05

p=% 1 o & unamatrice diagonde 3"~ 3
éo 0 45

Definizione 1.4.

Unamatrice quadrata A di ordinen g dice triangolare superiore se sono nulli tutti gli ementi a di sotto
della diagonde principale; d contrario 9 dice triangolare inferiore se sono nulli tutti gli dementi d di

sopradelladiagonde principae.

ESEMPI
a 0 00
A= éj -1 O: € una marice triangolare inferiore
5 2%



® 1 -1 25

‘0 2 -4 =5 : .y |
2)A= ¢ Z € una matrice triangolare superiore

¢c0O 0 -3 7+

& 0 0 op

Osservazione: una matrice diagonae e una matrice triangolare sSia superiore che inferiore.

Definizione 1.5.
Data una qualunque matrice A di ordine m” n s definiscetraspostadi A elas indicacon AT lamatrice

di ordinen” m ottenuta da A scambiando le righe con le colonne.

ESEMPI
A 2
1)A:§é2‘ . 2’% b AT:és 4
5 6p
&8 1 &8 2 4
NA=g2 -1 7. b A =@ -1 -4
§4 -4 -3p és 7 -3p
Definizione 1.6.

Unamatrice A di ordinem” nd dicesimmetricase A= A'.

ESEMPIO
d 2 B

A=$2 -1 - 2. & unamatrice Smmetrica
§3 -2 4

Definizione 1.7.

Una meatrice quadrata ddl tipo

e i=] _—
per 1,j=1,2 ..,n

1)

il
I :(di].) con d--=io € i1

S chiama matrice identica o unitaria di ordine n. In dtre parole una matrice identica € una matrice

diagondein cui tutti gli dementi della diagonde principade sono ugudi ad uno.
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ESEMPIO

a 0 0

l, = QO 1 O: elamatrice identita di ordine 3 (diagonae con gli dementi unitari)
éo 0 1p

Definizione 1.8.

Sanom>1edn> 1. Fissato un elemento qualsias @; dellamatrice A di ordinem” n s definisce minore
complementare di &; elo s indicacon A; lamatricg, di ordine(m- 1) ° (n- 1), ches ottiene da A

escludendo tutti gli dementi ddlarigai-esmae ddlacolonnaj-esma

ESEMPI
@l 0 2 0 %
1) A= 3 1 5- =} A, = ?4 % il minore complementare di a,,
7 -4 3

@l 0 2 76 7
2) A = 3 1 5 1. b A, = 2 il minore complementare di a,,
: 8-4 Og
7 -4 3 Og

2. DETERMINANTI

Scopo di questo paragrafo e di introdurre un numMero associato ad una matrice quadrata A che S chiama
determinante di A e s denota con det A oppure con | A |. Siffatto numero riveste notevole interesse in
molti argomenti ed e essenzide, quindi, imparare il suo cacolo.

SiaA unamatrice guadrata di ordine n.

Definizione 2.1.

Sen=1,cioeA=(a,) dlorail numero a,, S chiamadeterminantedi A es scrive

det A= éa, & a,



ESEMPI

DA=(2) p det A=14214=2
2)A=(5) b det A=145%=5
Definizione 2.2.
Sen=2 ciod _aa, a,C . . . . _
n=2 cioeA= 8% a ddlorall determinante di A éil numeroa,, a,, - a,, a,, €9 pone:
22
a; &
det A = a; a2 = a; 8, - &,8,
2
ESEMPI
a 1
A= et b det A= = 1x-1)-31 = -1-3 = -4
A& 5 3 JJ s
16 2 1
pa=F 10 b det A= = 2%-3x = 4-3=1
& 2 3 2
a8 2 12 B _
3)A= - p det A= = 14-2)-24 = -2-2= -4
81 -20 1 -2
16 4 1
pa=& 19 b det A= = 4>0-3xL = - 3
& op 3 0
Definizione 2.3.
&y &, a0

Sen=3,cioe A = gam a, @a,- S poneper definizione
éasl Ay a0

e
&
Ea

detA=|a, @, &, = ajay, ag+a, ay3dg + 138y 83y~ A38y; Az~ 3y Ay Az - 8y 3y Ay



Un metodo pratico che consente di calcolare 0lo il determinante di una matrice ddl terzo ordine e fornito
dalla seguente regola di Sarrus. data una matrice A di ordine tre s consderi la tabella ottenuta da A

aggiungendo ad essa, adestra, nell’ ordine, |e sue prime due colonne, cioé

a, &, a; a; a4,
a‘21 a22 a23 a21 a22
Ay 8p 8y 8y Gy

S ottiene il determinante di A eseguendo |a somma del prodotti degli dementi delle diagondi principali,
{aﬂ,azz,agg} , {alz,a%,aﬂ} , {aﬁ,aﬂ,a@}, e sottraendo ad la somma del prodotti degli

dementi delle diagonali secondarie, {2, 8,85} » {84, 8, A} 5 {Br BB}

ESEMPI
& 3 %
1) Data la matrice A = QZ 7 4., goplicando la regola di Sarrus, § ha la seguente tabela
éa 8 3
mnemonica
1 3 5 1 3
2 7 4 7
6 8 3 6 8
dacui segue che

det A= 1x753+3x4>6+5x2>8- (6X7>5+8x4 X +32>3) = (21+ 72+ 80) - (210+ 32+ 18) =

=-87
®3 1 2 3 1 2 3 1

QA=¢2 0 5 b detA=]-2 0 -2 0 = 0-15-16- (0+60+0) = - 91
-3 4 0p -3 4 -3 4

Osservazione: le definizioni precedenti forniscono anche metodi pratici per il cacolo dd determinante di
una matrice quadrata A di ordine n = 1, 2, 3. Andizziamo adesso, invece, un criterio generde che ci
consentadi cacolareil determinante di una matrice quadrata A di ordine qualsas n3 2.

Premettiamo, atal proposito, la seguente

Definizione 2.4.
Data una matrice A di ordine m ~ n, 9 definisce minore di ordine m- i, estratto da A, il determinante

ottenuto dalla matrice sopprimendo i righe e colonnein modo chesam-i =n-j.
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Ne segue che ogni elemento di una qualungue matrice rgppresenta un minore ddl primo ordine.

ESEMPI
el -2 1y
2 -4 -1
1) SeA= ¢ - dlorai minori di ordinetre estraibili da A sono:
¢-1 2 &
€3 -6 -3
el -2 1 d -2 1y ®2 -4 -1 el -2 1
2 -4 -1 %2 .4 -1 %1 02 3 S1 o2 3
é-l 2 33 3 -6 -3 és-a-sa és-e-sa

el 2 -1 H
2) SeA= ¢ 2 -4 2 - 6: dlorai minori di ordinetre estraibili da A sono:
é 1 -1 3 -3

*®2 -1 el -1 I ®l 2 I ®l 2 -16
6 %2 -4 -6 %2 -4 2

4 2 -6; L2 2 . - :
é-l 3 -3 él 3 -% él-l -% él-l 3%

mentre alcuni minori di ordine due edtraibili da A sono, per esempio:

22 -1, w2 I e2 b =2 B =i 0
S4 2 &4 .65 &1 B &1 -% &1 3 &1 -3

ecos via

Definizione 2.5.

Siaa; uneemento qualsias di unamatrice quedrata A di ordinen ® 2. S chiama complemento algebrico
di a;, ed indicacon A, il determinante del minore complementare di a; preso con il segno positivo o

negativo a seconda che lasommai + j Sarispettivamente pari o dispari.

ESEMPI

1)SeA:§ %dlora

A= (-7 14 = 4 &il complemento algebricodi a,, = 1
A, = (-3 = -3 &il complemento dgebricodi a,, = 2
ecos via



a 3 2
2) SeA= 91 -1 ]: dlora
éz -1 6g

60
_ 1+1 '1 1 _ N . . _

A, = (-1 L 47 5 &il complemento algebricodi a,, = -1
2|1 .. .

A, = (-1 ) j = -4 &il complemento agebricodi a, = 3
4|l - .. L

A, = (-9 ) 1‘ =1 &il complemento dgebricodi a,, = 2

e viadicendo.

Osservazione: la definizione generde di determinante di ordine n viene data per ricorrenza cioé in
funzione di qudla di determinante di ordine n- 1; i determinanti di ordine n- 1 9 ottengono in funzione di

queli di ordinen- 2 e cos viafino aqueli di ordine ameno tre che s sanno cacolare direttamente.

Definizione 2.6. (definizione generale di deter minante)

Data unamatrice quadrata A di ordinen 3 2, 9 chiamadeterminantedi A il numero che 9 indica con det
A oppure | A | formato ddla somma del prodotti degli eementi di una linea (riga o colonna) quadad dela
metrice per i rispettivi complementi agebrici.

Ddla precedente definizione pud sorgere il dubbio che il cacolo di un determinante dipenda dala
particolare linea sceta. S dimostra ariguardo che sussiste il seguente

Teorema (di Laplace): se A € unamatrice quadrata di ordine n dlorail vaore numerico di det A € sempre

il medesmo quae che Salalinea scdtaper il suo cacolo.

ESEMPI

1) Cdcolare il determinante associato ala seguente matrice

®3 2 -19
A=E5 4 2.
§3 -7 53

secondo gli dementi della primariga (E condgliabile, in fase preliminare, eseguire tae cacolo utilizzando
laregola di Sarrus e verificare cheil risultato ottenuto € esattamente 141).
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S ha

det A=3A, +2A, - 1A, =3 (-1

_7 j+2(-1)1+2

= 3(20+14)- 2(-25- 6)- (35- 12) = 141

Ossarviamo ora che s2 9 cacolail determinante secondo gli elementi, ad esempio, della seconda colonna

S ottiene, in accordo con il teorema di Laplace, sempre [o stesso risultato. Infatti S ha

+ -5 2 + 3 - + 3 -
detA=2A, +4A, - TA =2 (-7 - J+4(-97 | 1_7('1)32-5 j:
=-2(-25- 6)+4 (15+3)+7(6- 5 = 141
2) Cdcolaredet A, essendo
d -1 0 0
‘0 1 2 1
A=¢ '
0 0 -1 17
Q -

e2 3 -2 1p

Per economia di calcolo conviene, in questo caso, fissare lariga o la colonna ndlla quae figuri il maggior

numero possibile di dementi nulli. Se per esempio g fissalaprimarigad ha

1 2 0 2
dtA=1(-2*[0 -1 14-1(-2°|o -1 = 1(-1+6+3+2)+1(4+2) = 10+6 = 16
3 -2 2 -2

Lo studente provi, per esercizio, a cacolare lo stesso determinante fissando, ad esempio, la terza riga
oppure la prima colonna, verificando che variando la linea di partenzail vaore del determinante non muta.
Naturdmente lo S pud cacolare fissando, per esempio, anche la quarta riga ma e evidente che in dcuni

cad il procedimento risulta essere piu laborioso.

3. PROPRIETA E CALCOLO DEI DETERMINANTI

Come g € vigto negli esempi illugtreti nei paragrafi precedenti, il cacolo manude di un determinante, pur
essendo concettudmente semplice, in redta € molto laborioso e la difficoltd aumenta notevolmente d
crescere ddl’ ordine ddlla matrice. In questo paragrafo, pertanto, enunceremo acuni teoremi che facilitino il

cacolo de determinanti di matrici quadrate; non S definisce, infati, una nozione di determinante per matrici
rettangolari.
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SiaA unamatrice quadratadi ordinen 3 2.

PROP.1) Sein A tutti gli ementi di unallinea(riga o colonna) sono nulli, dloradet A = 0.

ESEMPI
4 53
1) A= 0 o = det A=0
§3 2 1p
9
NA=2 5 0. b det A=0
§3 4 0Op

PROP.2) Sein A 9 scambiano traloro due linee paralele (due righe o due colonne) il determinante cambia

di segno.

ESEMPI
®3 -2 -19 ®l 4 00
A= ¢ 1 4 0. b A = ¢ 3 -2 -1_ (scambiando le prime due righe)
é 0 25 é 0 2
detA=-23 det A' =+23
®2 0 1 ®2 1 ®
2)A= S0 1 O: p A=%0 0 ]: (scambiando la seconda e la terza colonna)
é 3 -1 3 é 3 3 -1
detA=-9 det A' =+9

PROP.3) Sein A gli dementi di due linee pardlele (due righe o due colonne) sono ugudi o proporziondi,
dloradet A= 0.

ESEMPI

el
1

-4 -

=
>
I

p detA=0 (Ie prime due righe sono ugudi)

o N DN
&P &



®3 6 19
2) A= é 4 -8 L_ p det A=0 (laseconda colonna € multipla della prima)
5 10 Op

PROP.4) Sein A 9 moltiplicano tutti gli elementi di una medesma linea (riga 0 colonna) per uno sesso
numero reaek, il determinante della matrice risultante € k det A.

ESEMPIO
a -1 28
A= ?;1 % 0: e k=6 b moltiplicando gli dementi dellasecondarigaper 6§ ha
& 5 5
B4 -1 25
A=$3-2 o b detA:-g e detA = -5=kdetA
1 -2 3p

PROP.5) (Teorema della trasposta) Sein A s scambiano ordinatamente le righe con le colonne S ottiene

unanuovamatrice A" tdechedet AT = det A.

ESEMPIO
&5 -3 25 ®5 -1
A=S-1 -2 -3 b A =43 -2 -4
§3 -4 2y éz 3 2
det A= -39 det AT =-39

PROP.6) Sia A una matrice quadrata di ordine n. Supponiamo che una linea (riga o0 colonna) di A sa
somma di due date n-uple () e (g). Siano B e C le due matrici ottenute da A sostituendo la linea

prefissataunavoltacon (b ) ed unasecondavoltacon (g ). Allora

det A=detB+det C

ESEMPI
d+2 2 1 A 2 16 & 2 B
Ddeti3+2 1 L =detd3 1 L+dets2 1 L
1+3 3 1p 1 3 1p 3 3 Ip
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a+2b 2a- 3b a+bo o 2 16 a2 -3 16
2 det & 2 1 3 ; = adet®2 1 3 +bdet92 1 3
§ 2 2 éz 2 §2 2 19

PROP.7) Se A & una matrice triangolare (sono nulli, ciog, tutti gli ementi che s trovano ddla sessa
parte rispetto aladiagonale principae) dloradet A= a, >a,, > ... ’a,,.

ESEMPI
d 3 60
DA=0 2 -1 b detA=1x X-3) = -6 (matricetriangolare superiore)
éo 0 -3
el 0 0 0
3 2 0 o .y o
2)A=¢ " b detA=24 (matricetriangolareinferiore)
¢-15 8 3 0;
€7 5 4 4

PROP.8) Sein A agli dementi di unalinea (riga o colonna) S aggiungono i corrigpondenti eementi di una
linea paradlda, moltiplicati per una stessa codtante (positiva 0 negativa), il vaore dd determinante di A non

cambia
ESEMPI
2 3 2+a 3+5a 1+4 2 3+b 2+5a 3+a 1+a
D1 5 =1 5 4 =|1 5+4b 4 =|1+5% 5+b 4+
5 1 5 1 1 5 1+b 5 1 1

Nel primo passo dla prima riga abbiamo aggiunto la seconda maltiplicata per a.

Nel secondo passo dla seconda colonna s € aggiunta la terza moltiplicata per b.

Nel terzo passo dlaprimarigas € aggiuntalaterza per a ed ala secondarigalaterza per b.
Osservazione: laPROP.8) puo essere utile per il cacolo dei determinanti; S noti, infatti, che dall’identita

2 3 1 2+5 3+a 1l1l+a
1 5 = |1+% 5+b 4+Db
5 1 1 5 1 1

assumendoa=-3,b=-59 ha



2 3 2-15 0 1-3 -13 0 -2 13
1 5 4 =]1-25 0 4-5 =(-24 0 -1 = -‘ 24 JJ =35
5 1 5 1 1 5 1 1

I procedimento di cui sopra consente di trasformare il determinante dato in uno di egua ordine ma con una

linea (riga 0 colonna) fatta di tutti zeri salvo un posto e quindi di ricondurre il cacolo dl’ ordine inferiore di

un grado.

2) Per un minore di ordine piu ato s ha, ad esempio:
1 1 1 2 1 1 1 1 2 1
2 1 3 1 2+a 1l+a 3+a 1+2a 1l+4

1
-1 5 1 3 1 =|-1+b 5+b 1+b 3+2b 1+b
2 -1 -2 3 -1 2+c -1+c -2+c 3+2c -1+c
3 1 1 2 1 3+d 1+d 1+d 2+2d 1+d

S vede subito che operando, ad esempio, sullaquinta colonna, bastaprenderec=1ea=b=d = =
- 1. S possono prendere in esame anche la prima, la seconda e la terza colonna. Non conviene, invece,

1 3

consderare la quarta colonna perché, intal caso, S avrebbe a = - > b= - g c= - > ed=-1

e quindi troppi valori frazionari.
N.B. Nd cacolo pratico s dimentica di ragionare con le lettere a, b, ¢, d etc. e S opera come nel

successvo esempio, verso il qude invitiamo ad atenta riflessone. S cacoli, pertanto il seguente

determinante:

1 2 1

1 3 1

2 -1 1

5 1 3 1
Possiamo:

dlasecondarigatogliere laprima

1-1=0;, 3-2=-1; 1-1=0; 4-3=1
dlaterzarigatogliere laprimaper 2

2-2=0; -1-4=-5, 1-2=-1; 36=-3
dlaquartarigatogliere laprimaper 5

55=0; 1-10=-9; 3-5=-2; 1-15=-14
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Risultaquindi:
1 2 1 3 1 2 1 3

1 0 1

1 3 1 0O 1 0 1
= =5 1 3

2 -1 1 3 0O -5 -1 -3
9 2 1

5 1 3 1 0 -9 -2 -1
Se adesso dlaterza colonnatogliamo laprimas ha

1 0 1 1 0 QO
5 1 3=51-2=9
9 2 1 9 2

PROP.9) In A la somma de prodotti degli dementi di una linea (riga o0 colonna) per i complementi
agebrici dei corrispondenti eementi di un’dtralineaad essa pardlea, € nullo.

ESEMPIO
xe2 1 -3('_5

A:G'l 1 4: P ayAtap Ay, tag Ay =0
él 2 5p

Infetti 9 hat

2 - 2 1
+3 = -22+13+9 =0
1 2

4. OPERAZIONI CON LE MATRICI
Sano A eBduematrici ditipom”™ kedh” n rispettivamente.

Definizione 4.1.
A e B d dicono sommabili sem=hek =n. Se A e B sono sommabili cioé sono entrambe di tipp m”

n alorag pone

A+B = (a)+(b) = (3 +b)
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ESEMPI

el 2 el 0 O
DA=$3 2 1. e B=%1 2 0.
é-l -1 0Og §-4 3 -4p

Poiché A e B sono entrambe di ordine 3~ 3, cioé sommeahili, risulta:

xel+l 2+0 3+Oc'_j *xr2 2 30
A+B = ¢ 3+1 2+2 1+0. =S4 4 1
§-1-4 -1+3  0- 4g §-5 2 -4y

el lo &5
HA=$.3 3L e B=S1 -
§-4 8y é—l

&N &

Poiché A e B sono sommabili in quanto entrambe di ordine3” 2,9 ha
@l+5 -1+16 @6 00

A+B = &-3-1 3-2. = &4 1
-4-1 8+3j é-s 115

&4 0 20
= 0 O
3a=%0 1 1. e B=2 %
é H & 3 2

-1 -1 1p

PoichéeAéditipo3” 3eBeditipo2” 3,leduematrici non sono sommatili.
Osservazioni:

comunquedata A = A, , econdderatalamatrice O = Q risulta

m” n?

() A+O=0+A=A

ESEMPI
&2 -1

‘1 -4
85 6
Lamatrice nulla, associataad A, di ordinetre sara:

® 0 0

o=% o0
éo 0 Oy

Essendo A ed O sommahili, éfacile verificare, Sruttando ladefinizione 4.1., che la (1) e soddisfatta.

1) A=

S8
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&2 %
ANZ¢ 3 13

In questo caso lamatrice nulla associataad A saradi tipo 2~ 3, cioé:
0 .
° % o gg
Dunquela (1) é verificata
Se - A élamatrice ottenuta da A cambiando segno atutti i suoi ementi s ha
2 A+(--A=(-A+A=0

ESEMPI
a@ 5 ®3 -5 -20
1)A= L b -A=%4 -1 -1
és 8 é3-6-_

Dunque, utilizzando ladefinizione 4.1., S verifica bandmente la (2).

®3 40 ®3 -40
AA=S 1 -28 A= 2

So 5 So -5

Laverificaddla(2) elasciata, per esercizio, dlo studente,

Dd punto di vista delle proprieta delle operazioni, prese comunque tre matrici A, B, C di tipo m ~

fissato, risultar
A+(B+C)=(A+B)+C proprieta associativa
A+B=B+A proprieta commutativa

Osservazione: ndl’ingeme M di tutte le matrici, I’ operazione (+) di addizione tra matrici € un’ operazione

parziale, cioé non sempre eseguibile. Infatti matrici di egua tipo sono sommabili mentre matrici di diverso

tipo non sono (e non potrebbero essere) sommabili (posto a posto). Quanto fino ad ora affermato S pud

riassumere nel seguente:

Teorema: SaM I'indeme di tutte le matrici; I'indeme M s puo ripartire ndl’indeme M(m, n) d tutte le

matrici di egual tipo ovvero a due a due sommabili; inoltre ciascuna di queste dlass M(m, n), corredate

con I'addizione tra matrici, codituisce qudlo che in adgebra S chiama gruppo commutativo (cfr.

appendice).



L’enunciato del teorema s pud, dunque, schematizzare nd seguente diagramma:

M(2, 3) ()
O
M(2, 2) =M(2) o

Vogliamo ora provare ad introdurre una seconda operazione parziale su M, (parzide in quanto non

sempre definita) e precisamenteil prodotto (righe per colonne) di due matrici. La definizione risulta essere
complessa e macchinosa e non S giudtifica con I'intuito ma, indeme a tutta la teoria che la circonda, € di
grande utilita per le applicazioni. Entriamo nel dettagli.

Siano A e B due matrici di tipo rispettivamentem ™ ked h”™ n.

Definizione 4.2.

A e B g dicono conformabili o moltiplicabili seil numero k delle colonne di A eguagliail numero h ddle

righedi B. Tde definizione s pud, dunque, sintetizzare nd seguente schema:

A B
m” k h™ n
k=h
R
A, B maltiplicabili
ESEMPIO 1
Sano
240
¢ =
Q--uT
A=(a..a ..a) e X:gx:
s

rigoettivamente unamatricerigal” nedunamatrice colonnan” 1. Allora A € moltiplicabile per X.



Definizione 4.3. (definizione particolare)
S definisce prodotto di A per X lamatricel” 1 datada
AX=ax + .. +tax + .. +3aX,
(prodotto dell’ unicarigadi A per I'unicacolonnadi B).
S puo definire anche, main modo totalmente differente, il prodotto XA (cfr. ESEMPI O 3).

ESEMPIO 2
Sano
b b
A:@ 9 e B:@' . 99
80 dg 8a b g'g
2° 2 2° 3

A e maltiplicabile per B mentre B non & maltiplicabile per A.
Definizione 4.4. (definizione particolare)

In questo caso il prodotto righe per colonnedi A per B S definisce ponendo:
a@a +ba' ab+bb' ag+bg's

A 7 B = - = AB

J l 8ca +da' cb+db' cg+dg's

2° 2 2" 3 2 3
2° 3

S noti che ogni eemento dd prodotto el prodotto di unarigadi A per unacolonnadi B.
Osservazione: s A e B sono conformabili di tipom ™ ked h” ncon k = h dlorail prodotto AB € una

matrice opportunamadi tipom” n, cio&



ESEMPIO 3
Conriferimento dl’ ESEMPIO 1 5 ha

20 @A . XA . X3,0
¢ + c :
g---? Q R e en en . ?
XA=g>9;(a1 a an)=g>ﬁal wXa . %3,
s Son . x . xad

Definizione 4.5. (definizione generale)
Se A e B sono matrici di tipo rigpettivamentem ™ ked h ™ ncon k = h dlorail prodotto AB & una matrice
di tipom~ n ddlaforma:

AB = (qj) con i=1,2,...m e j=12..,n
dovel’demento ¢; €il prodotto dellarigai-esmadi A per lacolonnaj-esmadi B.

Informules ha

&

Q.l. B I B B .|-. .|.d:

G = (311--- i---aﬁn) =a,b;+.. +ta b+ .. +ab = é.aisbsj

WO O w0 O O
o

@0
F

Osservazione: avolte € possibile interpretare |a precedente definizione anche nél seguente modo. Date A e

B 9 evidenziano lerighedi A ele colonnedi B ponendo:

Ao
(; =

A:EA; e B:(Bl.. B, Bn)

éAﬂB

dove:

A = (A e ay e ay) P A = (B B e Byt e N CH
a0 a0 21,0
¢ =+ 6.2 €.:
g---? g...I g---?

Bl = gb]lz, .......... ; Bj = gb”_; --------- ) Bn = gb]n:

0 &b, "2



Ne segue che:

Passamo ora ad esaminare dcuni esempi concreti.

ESEMPI
15

DA=$3 O
él 2

Poiché A haordine3” 2eBhaordine2 ” 4, il prodotto AB é eseguibile (il numero delle colonne di A e

ugude d numero ddlerighedi B, cioe A e B sono conformabili). La matrice prodotto avra pertanto ordine

37 4. Infatti risulta

&, G,
C=AB=gc, c,
éca Cyp

dove
Ao
G = (2 )8425
”
G = (2 Y g
i
& = (8 0g,s
o
&% = (3 )80;21
46
G =1 2z
i
= (L 2y

CGs C149
Ca  Cat
Cs Cu@
2X1+1%44 = 6;
2X4+1X0 = 2;
3X+0x4 = 3;
34+0x0 = 3;
1x1+2x4 = 9;
14+2xX0 = 1;

6 = (2 )?§:2Q+1><3:7;
¢, = (2 1)?12 = 238+14 = 7;
c, = (3 0 aig = 3:2+0%3 = 6;

Cu = (3 o)gfg = 3x3+0x = 9;

c, = (1 )?20 1R+2x3 = 8;
= (1 )?0_1><3+2><1=5



Dunque:

® 7 2 76
c=MB=%3 6 3 Q.

ég 8 1 5
2 1 d 1 1 0
A= 2 0. e B=&2 1 1 0.
Sél 0 1 éz 3 1 2
3" 3 374

La matrice prodotto sara, pertanto, di ordine 3~ 4 (3 éil numero dellerighe di A e 4 € il numero ddle
colonnedi B). Dunque s ha

X+ 1XR+ 0% 2X+1X4+0x3 2X+1X+0xL 2>0+1><O+0><2t_')
C:AB:(;3><1+ZXZ+OXZ 3XL+2X1+0x3 3X+2xX+ 04 3>O+2>O+0><LT =
é1xl+ 0x2+1x2 1+ 0x1+1x3  1xX1+0X+14 1x0+ 0X0+1x2%

@ 3 3 0

=% 5 5 0.

és 4 2 2
37 4

Osservazione: § pud dimostrare che, quai chesano A, B, CT M e | T A il prodotto tra matrici gode
delle seguenti proprietax
Teorema (di Binet): det (AB) = det A det B (proprieta che hamolteplici gpplicazioni)

det (I A) = 1°°*det A (se A & unamatrice quadrata)

associativa (AB) C=A(BC)

distributiva A B+ C)=AB+ BC (adestra)

(A+ B) C=AC+ BC (adnigra)

sotto leipotes che tutte le operazioni indicate nelle formule Sano eseguibili.

In generale, perd, il prodotto tramatrici non € commutativo; infetti se 9 congderano due matrici A (m,

k) e B (k, n) dlora AB & sempre possibile (A e B sono conformabili) mentre BA € possibile solo se m = n.

Tuttavia anche se esstono sia AB che BA non € affatto detto che ess sano egudii.



ESEMPIO
2

A=(4 56 e B=¢a
1

AB= (42 +53+6x-1)) = 17

e 2X4 2>6 2

BA:§(3X4 36

axg = ©
N4 (-1)%6 (-1)*65 §.4 5 .65
A1"3 e B@E 1 b | , P AB!BA

Osservazione: nell’esempio di cui sopra e stato possibile eseguire entrambi i prodotti AB e BA perché il
numero delle righe e delle colonne di A era uguae, ndl’ ordine, d numero delle colonne e delle righe di B
mai prodotti ottenuti sono risultati divers.

Dunque, in generde, S ha:

AB! BA
AB=0 non implica necessariamente A = 0 oppureB=0
AB=AC oppure BA=CA non implicano necessariamente B= C
ESEMPI
&3 2 & 0o
Risulta
AB = 2 29 1 BA = 2 3(—)
&9 3o &6 K7}
P 2 I P
2) AB = § 11%?2 112 = § 09 B A = 0 oppureB=0 (lematrici A e B non sono infatti
nulle).
& & 25 & 3
-3 BB B Y
1 & 1 &

maéevidenteche Bt C.



Definizione 4.6.
Data una matrice quadrata A di ordine n s definisce matrice inversa di A, elas indicacon A, una

matrice quadratadi ordinentdeche AA ' =1 ed A'A=I.

Ladeterminazione di A™* non & affatto facile e procederemo, per il suo calcolo, seguendo due strade,
entrambe interessanti. La prima, teorica, conduce ad una formula, mentre la seconda, pratica, porta ad un
effettivo cacolo.

Enunciamo ata proposito il seguente

Teorema: data unamatrice quadrata A di ordinen, esiste A'* seesolo se
det At O

Osservazioni:

applicando il teorema di Binet alarelazione fondamentale ddllaméatriceinversas ha

detl =det (AA ') =detAdet A'=1
equindi:
det Al = (det A)*

semplice relazione che consente di calcolare il determinante della matrice inversa

se A eunamatrice con det A = 0, dlora, come proveremo ddla teoria dei sstemi lineari, esiste sempre

una seconda matrice B tale che:

AB=0

Due matrici gffaite, cioé duematricc AeBcon At 0, B OmaAB =0, s dicono matrici divisori dello
zero

se A e B sono due matrici divisori dello zero, ddl teorema di Binet risulta

det (AB) =det Adet B=0

Infatti essendo A1 0, B 0, lacondizionedet B 0 implicherebbe I'esistenzadi B™* per cui risulterebbe
(AB) B'* = 0 equindi A =0 mentre, per ipotes, €A * 0.
N.B. Dd punto di vista ddl’ dgebra adtratta le matrici quadrate di fissato ordine n rispetto dle operazioni di
addizione e maltiplicazione cogtituiscono un anello unitario, non commutativo nd quae gli dementi sono

o invertibili o divisori dello zero (cfr. appendice).
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Vogliamo ora in dettaglio illustrare i due metodi, precedentemente accennati, che consentono la ricerca
dell’inversadi una data matrice.

a) La prima via di cacolo conduce, come gia detto, ad una formula che non dimostreremo. S tretta di
ricorrere a cacolo dellamatrice A* dei complementi dgebrici e quindi gpplicare la seguente relazione:

_ 1 T
3 A= —_xAx
3 Yy )

b) La secondaviadi cacolo é rappresentata da pass successivi che S possono riassumere come Ssegue:

s accostalamatrice A alamatrice unita | dello stesso ordine ottenendo lamatrice [ Al |
9 gpplicano dla matrice [A|I] opportune operazioni elementari per riga (cfr. paragrafo sulle matrici
ridotte) che trasformano laparte dii [ All | occupata da A neflamatrice unital.

A ta punto quando in [AII] il primo blocco A 9 étrasformato in 1, il secondo blocco | 9 € trasformato in

unanuova matrice che & proprio A,

Lo schemada seguire risulta, pertanto, il seguente:
[A [1]

operazioni | perriga

[ AY
ESEMPI
A 0 06
DA=%1 1 20
éo 1 1g

Ossarviamo in primo luogo che det A= -11 0, cioé la matrice deta anmette inversa. Calcoliamo dlora
A utilizzando entrambi i metodi esposti nella precedente ossarvazione e confrontando poi i risultati
ottenuti.
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Metodo a)

Lamatrice A* dei complementi agebrici associataad A e data da

el -1 B 2l 0 ®
A =80 1 -1 p (AY =&1 1 -2
0 -2 13 1 -1 1g
Dala (3) segue che:
0 Oo &l O Oo el O
AL-%Q 1 f—-91 1 -2.=%1 -1
é -1 él-l 15 1 1
Metodo b)

Affianchiamo oraad A lamatrice unital del terzo ordine (A haordinetre!). Risulta:

&€ 0 0|1 0 ou
[Al] =8 1 20 1 o0f
@ 1 1|0 0 1§

A 1,

Bisogna adesso trasformare lamatrice Ain |, attraverso le operazioni elementari sullerighedi A:

€& 0 0|1 0 oy
[Al] =8 1 2|0 1 O5%%%%®
@ 1 1|0 0 1§

& 0 0|1 0 Oy
NHYUOD 1 2|-1 1 05%%NI@F
O 0 -1|1 -1 1§

&6 0 0|1 0 O
%H%WODL 1 0|1 -1 :hm
B 0 1}1 1 -1
I, Al

&6 0 O
g 1 2
g0 1 1
€ 0 0
? 1 2
@00 0 1
!

1
-1
0

1
-1
-1

0
1
0

0
1
1

Oou
u
%
14
Ou
a
%
- 1H

S provi ora, per esarcizio, che effettivamenterisulta AA™* = 1 ed A A = I, cioé che la matrice trovata &

esatamentel’'inversadi A.



-3

A= ¢

1 O
S -1

&1 8

E fadleveificarechedet A=-11 0. Pertanto A anmette inversa

Metodo a)

Risulta

el
=S4
£

Metodo b)
S ha

él
(A = &

0
-2

3
0

e -1

&1

%Y %%® § O
g2

Y2 Y00 P ®

AL

D> D> D> ('P\ D D D> ('P\

© O -

o O

-16 el 4 -3 el -4
-i b (AYT =¢0 -2 1L b A'=g0 2
% -1 -5 3 él 5
21 0 ou e -3 2|1 0 Of
& v
110 1 O0%%%%® 3 -1|-1 1 0f
21 0 0 1y & -1 210 0 13y
-2 0|1 0 - &1 -2 0|1 0 -1
( & (
3 -1(-1 1 O03%%%#H®0 3 -1|-1 1 O0f
-1 2|0 0 1§ g0 -5 2|2 0 -1§
-2 0|1 0 -1 &1 0 0|1 4 -3
1 0|0 2 #%%%%® 0 1 0|0 2 -1
-5 212 0 -1 go -5 212 o0 -1
0 0|1 4 -3 € 0 0/-1 -4 30
1 010 2 %%%%®A 1 0/ 0 2 -1
0 2|2 10 -6 Re3r @ 0 1| 1 5 -3
I Al

&1 &



N 4 O O

< N - O

B)A:g

S noti chedet A=-121 0, cioéesiste A™*.

Metodo a)

% _nU_. m._.ﬁw

Metodo b)

Risulta

g R L s R [
© O O -

o O - O

N 1 O O

o N 1 O

N 1 O O

< N+ O

@ Fo BSD

O +d «d O

o N O O

@ o BSD

Y 30

m,u, m/uﬂm
1 1

O NN N O

N O <1 O

o N O O

o N O O

@ o BSD



& 0 0 -3]1-2 0 oy
Y% Y3 Y F® o 4 N '333/4 Y2 Wa®
BRTT0 0 -1 0] 0 -1 2 -10 meliw
® 0 0 4l 0 0 0 1f Rrezm
Ry® - Ry
Ri® 2Ry
é 1 2 0 é 1 2 19
1 0 0 -1]|= -2 0 of 1 0 0 0| = -2 o <=
‘?1 3 3 u el 3 3 44
& 0 0 0 1 -3 2 0 0 0 1 -3
- =0 -—u
a 407 %%® & 44
@ 0 0O 1 -2 1y @ O 0O 1 -2 1y
A 1, A 1,
0 o0 110 o o =Y 0 0 11 0 o o =Y
8 40 8 49
1, Al
5.LO SPAZIO NUMERICO A"
Denotiamo con A" I'inseme delle n-uple ordinate di numeri redi. Posto | = {1, 2, ..., n}, una n-upla

s scriveranel modo seguente:
a=(a);, =(a 2 - a)
E pertanto possibile considerare una n-upla.come un vettore-rigadi tipo 1~ n.
Quindi s2
b = (b);, = (b, b, ... b,)
éun'ulterioren-uplae | T A &un numero rede s definiscono le seguenti due operazioni tra n-uple:
1 a+b = (a +h),,
2.1 a=(a),
S dice chele operazioni 1. e 2. conferiscono ad A" una struttura di Spazio vettoriale; inoltreuna  n-

uplas chiamaanche n-vettore o vettore riga n-dimensionale.

Definizione 5.1.
Sano dati n numeri redi |, ..., |, ..., , e 9 consdeino dtrettanti vettori n-dimensondi
a, - &, .., a,.Inbaseadleoperazioni sopraindicate (1. e2.) S puo codtruireil vettore:

b=1la+ .. +ha+. +l a2,
detto combinazione lineare del vettori a. mediantei numeri | .
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S condderi ora un indeme di vettori n-dmensondi a, .., &, .., a,. Denotiamo con
<a, .., 8, .., a,>l'indemed tutti i vettori u tdi che:

u=l,a+ .. +l,a+ .. +l .23
ciog:
<@, e @, e a>={l @+ . Flar o+l a1 A

n 1=l 1 n

Definizione 5.2.

Lospazio<a,, .., &, ..., &,> 9 chiamaspazo vettoriale generato da un insieme di vettori.

Siamo orainteressati arisolvere la seguente equazione vettoriale:
(*) 1+ ..+la+..+,a =0
dovei | , sonovaridbili,gli a vettori assegnati ele soluzioni sono len-uple | = (I D e
S osservi subito che, poiché risulta
0b = (0b, .., 0B, .., 0k,) = (0, ..,0,..,0 =0
(1o, ..,10,..,10 =(0,..,0,..,0 =0

10

I equazione (*) ammette sempre la soluzione (1 4, ..., 11, ..., 1) = (0, ..., O, ..., 0) owero | = 0,

detta soluzione nulla o banale.

Definizione 5.3.

Daol'indgemedegli nvettori a, ..., a, ..., a, possamo disinguere i seguenti due casi:

a)ivetori a, ..., &, ..., a, onotdi chel’equazione (*)con codruita ndlle varigbili |, ammette
soltanto lasoluzionenullal = 0. In questo caso gli n vettori S dicono linear mente indipendenti.
b)ivettori &, ..., &, ..., &, sonotdi chel’equazione (*), oltre ala soluzione nulla, che esiste sempre,

ne anmette dtre (necessariamente infinite) che non sono nulle. In questo caso gl n-vettori 9 dicono

linear mente dipendenti.

a7



S dimostra, atd proposito, il seguente:

Teorema: n vettori n-dimensondi a,, ..., &, ..., &, Sono linearmente indipendenti se e solo se:
o840
¢z
g.-.T
det ¢a,= * O
¢z
s
ESEMPI

1) Leterme (1, 2, 3), (2,1, 2), (3 2, 1) sono linearmente indipendenti; infatti, in base d teorema
precedente, S ha

d 2
detg2 1 2.1 0

és 2 1p
Ragionando direttamente risultax
1 (L 2,3+m(2,1,2)+n(3 2,1 = (I +2m+3n, 21 +m+2n, 31 +2m+n) = (0, 0, 0)

per:
il +2m+3n = 0 il +2m+3n =0 il +2m+3n =20
b2l +m+2n =0 b I 3m-4n=0 b b 3m+4n = 0 b
{3l +2m+n =0 } -4m-8n =0 I m+4an=0

il +2m+3n =0 il =0
b t  8n=0 b tm=0

1 m+4n =0 Ih =0

Dunque il Ssemaammette solo la soluzione nullaed i tre vettori sono linearmente indipendenti.
2) Lequaterne (1, 2, 3, - 1), (2, 1, 3, 4), (4, 5,9, 2) sono linearmente dipendenti; infatti:

2(1,2,3, -0)+(2,1,3 4)-(459,2) = (2+2- 4, 4+1-56+3-9, - 2+4-2) =

= (0,0, 0,0)
ciog essteunaternadi numeri | = 2,m = 1,n = - 1 nonnulli soddisfacenti la (*) .
Osservazione: sadataunan-uplal = (14, .., |, .., 1) * O tdeche

l,a,+ .. +l,+ ...+l a, =0



Seunode |, ediverso dazero (ad esempio |, 1 0) dlora 3 puo esprimere a, in funzione del

rimanenti &, , essendo:

= ail_za + +ai|_i?a+ +&i_n9a
a = 8 | a, 8 |lg : g >

[SE e

1

Definizione 5.4.
Uningemedi n vettori 9 dice che forma una base per uno spazio vettoriale se:
a) i vettori sono linearmente indipendent

b) ogni vettore ddllo spazio € combinazione lineare dei rimanenti n vettori dati

Se ora poniamo:
&€ =(1L00, ..,0;. ;e = (0,1, .y 0); o ;e =(000..,17
dlora sussste la seguente identitar
(**) a=ae+..+ag+ .. +a,¢e
poiché risultar
a=(a,a .a)=(a,0.,0+.+(0.,a,.,0+. +00.,a) =
=a(L0.,0+ .. +a (0 ..,1 .., 0+ .. +a,(0,0, .., 1) =
—ae+ . +tae+ .. +a e
La (**) prova, dunque, che:
€, .., 8, ..., & s0nolinearmente indipendenti; infatti:
ae+.. +tae+..+ae =(a,..a,.,8)=(0.,0.,0 0 a=0"ill
un qualsias vettore a = (&, ..., @, ..., &,) ecombinazionelinearedegli a, per i1 I.
Segue chel’ingeme {_el, vy €4 ey _eh} forma una base detta base naturale o canonica di A".

E facile provare, infine, che due differenti bas (finite) hanno lo stesso numero di dementi e tale numero

rappresenta la dimensione dello spazio. Dunque A" ha esattamente dimensione pari ad n.
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Osservazione: quanto fino ad ora affermato per i vettori-riga s puo ripetere in maniera andoga per |

Vettori-colonna potendoli scrivere sotto la seguente forma:

8,0 o o o
¢+ G ¢ So:
g— g = g_ g -
a+ = a.7+ .. +a Cl%+ .. +a, C.*
¢ - al‘;of 3 ¢ - 90?
éan;; éo% EOE 15

6. RANGO DI UNA MATRICE
Iniziamo il paragrafo con una serie di osservazioni.
Data una matrice A di tipo m~ n e possibile estrarre da sottomatrici quadrate delle quali possiamo,
teoricamente, cacolare i rigpettivi determinanti, detti minori.
Dividiamo le sottomatrici di A in due categorie:
(1) quelle con determinante nullo
(2) quelle con determinante non nullo
In generde sem éil piu piccolo trai due numeri m ed n S puo verificare che
non tutti i minori di ordine massmo m sano nulli; inta caso 9 dirache A hacaratteristicam
i minori edtretti di ordine m siano tutti nulli e cosi anche qudli di ordinem- 1 e cos via fino ad un ordine
p <m; d diradlorachelacaratteristicadi A ép.
Possiamo ora dare |la seguente
Definizione 6.1.
S chiamacaratteristica k(A) di unamatrice A I’ordine massimo dei minori, estraibili da A, non nuli.
Insintes k(A) =pseesolose
in A esiste un minore di ordine p non nullo
ogni minoredi A di ordine superioreap énulo
Dunque:
O£ k(A) £mini m,ny
Risulta pertanto:
k(A) =0seesolose A=0(ciog A &lamatrice nulla)

k(A) =1 setutti i minori del secondo ordine sono nul



Definizione 6.2.

S chiamarango per riga r(A) di unamatrice A il massmo numero di righedi A che sono linearmente

indipendenti.

Definizione 6.3.

S chiama rango per colonna r'(A) di una matrice A il massmo numero di colonne linearmente

indipendenti contenutein A.
Sussste, per queste nozioni, il seguente

Teorema (fondamentale del rango): se A @ unameatricedi tipom ™ n, dlora
k(A =r(A) = r(A)
cioé la caratterigtica di unamatrice A eguagliail rango per righe ed il rango per colonne.
D’orain avanti, per comodita, useremo solo il smbolo r(A) chiamandolo semplicemente rango di una
matrice.

Osservazione: lanozione di rango S legaanche aqueladi gpazio generato in quanto S dimostra che:

dim<a, .., a, .., a,>= r[gl, o @ gn]
ESEMPI
IR
VA, 1 5

In primo luogo osserviamo che 0 £ r(A) Emni mny=mini 2, 3y =2 Quindi bisogna adesso

consgderare un minore del secondo ordine edraibile da A non nullo. Sia esso, per esempio,
1
A = ‘2 j‘ Risulta, come é facile verificae, A" = - 1 1 0. Poiché non esstono in A minori di

ordine maggiore di due, segue che r(A) = 2.
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A 2 &
NA=93 4 1.
§2 1 -1p

Procedendo come nel precedente esempio, risulta0 £ r(A) £ mini mny=mni 3,3y =3. S
osservi che in questo caso I unico minore del terzo ordine estraibile da A € proprio A. Poiché det A =

0 (la verifica & lasciata allo studente, per esercizio) risulta r (A) * 3. Vediamo orase & r(A) = 2. Un
. , _ R _ 1 2 _ .
minore del secondo ordine estraibileda A €, ad esempio, A' = 3 4 Poiché A' = -2 1 0 etutti

i minori di ordine maggiore di due sono nuli, risulta r( A) = 2.

el 3 2 55
JYA=¢6 -2 4 3.
-2 6 4 109

Risultainnanzitutto 0 £ r(A) £ mini m,ny=mini 3,4y = 3. Andiamo pertanto a cacolare tutti |

minori dd terzo ordine estraibili da A, cio&

3 2 5 -1 2 5 -1 3 5 -1 3 2
-2 4 3 6 4 3 6 -2 3|; 6 -2
6 4 1 -2 4 1 -2 6 1 -2 6

S ossvi che tdi determinanti sono tutti nulli perché gli dementi ddla prima e terzariga di A sono
-1
proporziondli. Segue che r(A) * 3. Poiché A = ‘ 6 j 1 0 etutti i minori di ordine maggiore i

due, estraibili daA, sono nulli, s condude immediatamente che r( A) = 2.

Definizione 6.4.

Se A élamatrice nulla, ciodin essatutti gli dementi sono nuli, s dice che r( A) = 0.

ESEMPIO
® 0 0

A= 0 o b r(A) =0
éo 0 0g
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Osservazione: dati m< nvettori a,, ..., a, ..., a, d A", sono linearmente indipendenti se e solo se

lamatrice
a8 0 &y e Ay e 4,0
¢ - ¢ -
Q...+ Q... e e ) .+
Ca~ =¢Ca, .. a .. a,"
Q&j Qau a a :
T

contiene un minore di ordine massmo non nullo.

ESEMPI
1) | vettori (3, 2, - 5) e (1, - 2, 1) sono linearmente indipendenti; risultainoltrem=2<n =3,
Lamatrice ad ess associata €:

B8 2 -

"8 -2 1

Pertanto un minore di ordine massmo, cioe due, estraibile da A non nullo e dato, ad esempio, da

1 -2
Ddlla precedente osservazione segue, dunque, lalineare indipendenza dei due vettori consderdti.

Andogamente Sfruttando ladefinizione 5.3. S ha

i3l+m=0 i3l+m=0
o ~ ~ 1l =
(32, -9+m(1 -212)=(0000U j2l-2m=00 | 8 =0 0 j _
L.sl+m=0 1.5l +m=0 T
cv.d.

2) 1 vettori (1, - 2,3,1),(3 0, -1,0) e (2 -1 0, 2) sonolinearmente indipendenti. Lamatrice con
codruita e
A -2 3 1o
A=$3 0 -1 0.
éz -1 0 25

dallaquae € posshile estrarre un minore di ordine massimo tre non nullo, cioé

1 -2
AA=13 0 -11=-610
2 -1



Dd reso ddla definizione 5.3. risulta

il +3m+2n =0

[ _
- -2l -n=0 .
| (L -2,30+m(30,-1,0+n(2 -1,0,2) = (0,000 U | 0
i 3l-m=0
t I'+2n =0
il +3m+2n = 0
i il =0
~ 1 21 +n =0 ~ T
| U im=20
i 3l-m=0 i
.. |n:0
i 31 =o0

cv.d.
3 Ivetori (-1, 3 2,5, (6 - 2 4,3 e (-2 6 4,10) sono linearmente dipendenti. La matrice ad
asociata e
el 3 2 56
A=S6 -2 4 3
-2 6 4 107
S ossarvi che i quattro minori del terzo ordine estraibili da questa matrice sono tutti nulli, perche gli
elementi della prima e terza riga Sono proporziondi.

Infetti, daladefinizione 5.3., segue:

i-1+6m-2n =0
13l -2m+6n =0
| (-1, 3 25+m(6 -2,4,3+n(-2,6,4,10 = (0,0,0,0) b i p
j2l +4m+4n =0
{51 +3m+10n = 0
il =6m-2n R
i il = -2
[ m=0 i
=] | =] | m= 0
|2| +4n =20 1
. | n=1
$51 +10n = 0
cv.d.



7.UN CRITERIO PRATICO PER CALCOLARE LA CARATTERISTICA DI UNA
MATRICE: IL TEOREMA DI KRONECKER O DEGLI ORLATI

E evidente che il calcolo del rango (o caratteristica) diventa abbastanza laborioso quando ci s trova di

fronte ad una matrice A di ordine m” ncon m ed n abbastanza grandi. In tal caso, quindi, S cerca di

ottimizzare il cacolo ricorrendo ad un metodo piu rapido derivante da cosiddetto teorema di Kronecker.

Premettiamo, atal proposito, la seguente

Definizione 7.1.

Sa A" unminoredi ordine p estratto da A. S definisce minore orlatodi A' un quasas minoredi A, di

ordine p+1, ottenuto da A" aggiungendo unarigaed una colonnaquasias di A.

ESEMPI
el -2 3 -1

3 0 -1 2
HA=¢ :

¢2 -1 0 1:
&1 5 -7 35

Condderiamo, pertanto, un
1 -2
3 0

A =

| minori orlati di A' sono:;

minore del secondo ordine edraibile da A. Sia esso, per esempio,

1 -2 1 -2 -1 1 -2 3 1 -2 -1
3 0 -1; 3 0 2 3 0 -1; 3 0
2 -1 0 2 -1 1 -1 5 -7 -1 5 3
&3 2 1 -4
1 5 2 4
A= :
¢-2 -7 5 1%
€1 2 -3 45
2 1 -
S condderi un minore dd terzo ordine edraibile da A; Sa esso, per esempio, A' = | 5 2 3.
-7 5 1

L’unico minoreorlatodi A" é proprio A.



S puo dimogtrare il seguente

Teorema (di Kronecker): r(A) =r seesnlo seesseun minore A', di ordine r, non nullo e tutti i minori

orlati di A" (se esstono) sono nulli.

Riassumendo, per cacolare la caratterigtica di una data matrice A S pud procedere in uno dei seguenti due
modi:

Primo metodo
Siap=mini m, ny. Come osservato nel paragrafo precedente risulta0 £ r( A) £ p. Allora

1) 9 esaminano (tutti) i minori di A di ordine p; se uno di e diverso da zero, risulta r(A) = p; L
invece, tutti i minori di ordine p sono nulli, dlora
2) s esaminano (tutti) i minori di A di ordine p- 1; se uno di ess @ diverso da zero risulta r(A) =

p- 1; seinvecetutti i minori di ordine p- 1 sono nulli, dlora

3) s esaminano (tutti) i minori di A di ordine p- 2; se uno di e diverso da zero risulta r(A) =
p- 2; etc.
Secondo metodo

1) 9 determinaun qualsias minore, generdmente del secondo ordine, A' di A diverso da zero; se A' é di
ordinep, s ha r(A) 2 p; quind

2) 9 esaminano i minori orlati di A'; se questi sono tutti nulli, dlora risulta r(A) = p; s invece, uno di
(per esempio A'') ediverso dazero, dlora

3) 9 esaminanoi minori orlati di A", ecc.

ESEMPI
d 2 3
DA=%4 5 6.
é? 8 99

Risutap =mini m, ny = 3. Pertantos haO £ r(A) £ 3.



Primo metodo
Esaminiamo i minori di A di ordine tre; osserviamo che I’'unico minore di A dd terzo ordine & A stesso.

Poiché det A = Orrisulta r(A) < 3. Consideriamo, pertanto, i minori di ordine p- 1 = 2 edraibili da A.

L, 1 2 _
Poiché A :‘ 1 0,shar(A) =2
4 5

Secondo metodo

Condderiamo un minore dd secondo ordine edrabile da A diveeso da zero;, sa es0»

1 2
A = ‘4 o 1 0. Allorarisuita r(A) 2 2, I'unico minore orlato di A" & A. Poiché det A = 0 segue
che r(A) =2

22 6 5 15

¢ 1 3 2
)A=¢ .

-1 6 2 3

€3 .8 -1 49

Osserviamo in primo luogo che deve essere O£ r(A) £ 4.

Primo metodo
L’unico minore del quarto ordine estraibile da A € A. Essendo det A = 0 segue che r(A) < 4; andizziamo

tutti i minori del terzo ordine che s possono estrarre da A.

2 6 1
Poiché| 1 4 2/ * 0segueimmediatamenteche r( A) = 3.
-1 6 3
Secondo metodo

2 6
Condgderiamo un minore dd secondo ordine estraibile da A diverso da zero; 9a A = ‘1 4‘

Andizziamo adeso tutti i minori orlati di A'. Risulta

2 6 2 6 1
1 4 3 =0, 1 4 22=-20*0
-1 6 2 - 6

57



Poiché abbiamo trovato un minore orlato del terzo ordine diverso da zero, possamo affermare che r( A)

=3
A 1 1 1s

JYA=3I1 -2 2 -1
§2 -1 3 0g

RisultaO£ r(A) £ 3.

Primo metodo

Condgderiamo tutti i minori dd terzo ordinedi A. S ha

1 1 1 1 1 1 1 1 1
-2 2 -4 =0; 1 2 -1 = 0; 1 -2 -1 =0; 1 -2 22=0
-1 3 2 3 2 -1 2 -1

Dunque r(A) < 3 (tutti i minori ddl terzo ordine sono nulli). Poiché, ad esempio,

segueche r(A) =2.

Secondo metodo

1 -
Condderiamo A = ‘2 JJ; il minore preso in esame e diverso da zero. Andiamo quindi ad andizzare

tutti gli orlati di A'. EsS sono esattamente due, cioe:

1 1 1 1 1
1 -2 2 =0; 1 -2 -1 =0
2 -1 2 -1

Poiché tutti i minori orlati del terzo ordine di A sono nulli segue che r( A) = 2.

Osservazione: da quest’ ultimo esempio risulta evidente come il teorema di Kronecker garantisca un
rigoarmio di cacoli: con il primo metodo, infatti, Samo dati codretti a calcolare ben quattro determinanti

del terzo ordine; con il teorema degli orlati, invece, e sato sufficiente cacolarne due.



8. MATRICI RIDOTTE

SaA unaquaunque matricedi ordinem” n.

Definizione 8.1.
A s definisce matrice ridotta (per righe) sein essaogni riga, che non datutta nulla, possede un eemento

speciale a; * 0 d di sotto del quale gli elementi sono tutti nulli.

ESEMPI
B 4 2 1
‘0 2 1 2% \ o ,
A= ¢ , eunamatriceridottad” 4
€0 1 0 3
& 0 0 4

Glidementi a, = 3, a,, = 1, a, = 1 sonogli dementi speciali rispettivamente della prima, seconda

eterzariga
& -1 2 1

2)B:QO 3 3 0: e unamatriceridotta3” 4
0 0 4 -4p

Glidementi a, = 1, a,, = 3 s0nogli ementi speciali rispettivamente della prima e secondariga

a1l 2 3 2 Oo

2 0 1 -3 2 . . ,
3)C= ¢ j eunamdriceridottad” 5

¢--6 0 0 5 OF

&7 0 0 0 4z

Glidementi &, = 2, a,; = 1, a,, = 5 s0nogli dementi speciali rispettivamente della prima, seconda

eterzariga

Osservazione: se A é unamatriceridottadlorail numero ddlerighedi A, non tutte nulle, € ugude d rango
di A.
Se A non e una matrice ridotta, alorala s puo ridurre gpplicando le seguenti operazioni elementari sulle
uerighe
1) ad unarigas sommano gli dementi di un’dtrarigamoltiplicati per un numerok * 0, cioe:

R® R+kR per i=12..,m
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2) s scambiano traloro due righe, cioe:

R« R per i=12.,m

]
3) 9 moaltiplicano tutti gli eementi di unarigaper un numerok * 0, cioe:
R ® kR (kt 0 per i=12 ... m
S noti che effettuando una o pitl riduzioni del tipo 1), 2), 3), S ottiene da A una nuova matrice B tde che
sa r(A) = r(B). Dunque i suddetti criteri di riduzione di una métrice s riveleranno particolamente utili
quando S dovra determinare la sua caratteristica €, come vedremo in seguito, anche nella risoluzione del

d9emi lineari.

ESEMPI
1) Cdcolareil rango di

& -1 0 3
&2 7 4
A=Cl -3 -7 -1F
4 .2 0 6
éz 10 3

S pud osservare che A non € una matrice ridotta per cui occorre applicare i criteri di riduzione sopra

espodti. S ha
& -1 0 % 2 -1 0 3 ® -1 0 I
g o2 7 4 © 5 14 5. © 5 14 5
A=Gl -3 -7 -LB%UHRBKOC -3 -7 -IUHHEHODO -5 -14 -5
‘4 2 0 6 cé;l-z 0 6 ROR® S5 o o
éZ-lOSB -1 0 3g §2-1035
@ -1 0 3%
go 5 14 5.
%Fyé)%f@@ GO O 0 0- =8B
RORR S99 o oL
éo 0 0 Og

Dunque lamatrice B éridottaper cui r(A) = r(B) = 2.



2) Cdcolare la caratterigtica di

Risulta
xe2 -1
¢
g'l 1
A=¢2 1 O
¢
1 0 -
€1 1.
2
gz
¥4 ¥ 3® 61
e <,

S

Dunque B & unamatrice ridottain cui sono nulle solo due righe per cui r( A) = r(B)

e
¢
¢
A=GC
¢
35 a2
-8 ¢
- 279, 3, 3 F® CO
+ %%éiﬁi ¢
2. ROR+R, 1
A &
1 0 3
0 2
0 -1
0 0
0 0 Og

3) Determinareil rango di

S ha

A4 1 1

¢
3 2 4
Gl 3 9
gl 4 16
A
50
GBI 5,
0

R PN E~PDN

-1
1
-1
0
-1

: 1
-3 0
2% %Y ®C0 0
o 0
: 0

R O R Rk R
1

P B O W O

0

2 -
-2
-1
-2
2 -

¢
QZ

<0
S

8@ 1 1

A= Gl 2 4

¢1L 3 9

81 4 16
1o a 1 1
8;%%@?{4 %® go 13
27i Rer.R. ¢1 3 9
640 e0 1 7
1 1 19 gé
1 3 7 ?%F%% e QO
0 2 127 "°RTR G0
0 4 30g 80
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&i‘
-8
-2%
2.
4y
% 2
6. &
67 %4 ¥ % %® GO
el
60 &
0 3
2 -3
-4 7" =8B
0 o
0 O0g

16

. RO®R;-R
37a

Lo

o O - =
O N W -
|
"

A
7+3/3 3/, 3 ®go
27+ W r® g,

e0

O O O F -

ON R

3.

A 00O W P

[
26+
30g



Poiché B & una matrice ridotta segue che r( A) = r(B) = 4.

Osservazione: lo dudente provi a cacolare, per esarcizio, il determinante di A ed osservi che
detA=121 0b r (A) =4

9. MATRICI RETTANGOLARI INVERSE

Il problema dell’inversone di una matrice, come gia osservao, S pone generamente per matrici quadrate.
Scopo di questo paragrafo € di estendere il suddetto problema dle matrici rettangolari di dimensione non
Superiore a tre. Esamineremo, pertanto, il caso rettangolare definendo il prodotto e la somma tra matrici
come fatto in precedenza per il caso quadrato.
Datedue matrici A, ditipo2” 3, X, ditipo3~ 2, edindicatacon |, lamatriceidentica2 * 2 ¢ poniamo
il problemadi risolvere I’ equazione

AX =1,
supposto che A da codtituita da dementi noti ed X da dementi incogniti. La soluzione X dell’ equazione
matricide fornird, dunque, un'inversadestradi A.
Per ottenere un’inversasinisraci poniamo, invece, il problemadi risolvere I’ equazione

YA =1,
dove Y éunamatricedi tipo3~ 2ed |, ela matriceidentica3” 3.
Osservazione: lemaria X ed Y, se esstono entrambe, non coincidono, in quanto sono di tipo differente.

Andogamente, s puo afrontare il problemardativo dl’ esstenza di divisori dello zero.

Definizione 9.1.
Saa undementodi unandlo,con at 0. Diremo che a e divisore dello zero seesste b 0, anch’ esso
ndl’andlo, tdecheab = 0.

Inta caso, quindi, data A matricedi tipo2” 3, X matrice di tipo 3~ 2, ¢i S poneil problema di risolvere
I equazione matricide
AX = G,

con O, maricenulladi tipo2” 2.
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Inoltre, data'Y matrice di tipo 3~ 2, d contrario, ci S poneil problemadi risolvere

con O, maricenulladi tipo3”~ 3.

Dunque per le matrici di ordine non superiore atre valgono i seguenti teoremi.

Teorema 1 : dataunametrice2” 3 essa possede matrice inversa destra se e solo se harango massmo.

Dimostrazione:

éu u'u
_éa b co_ . . _ @ 0 _
Data A = ga' b CIL’J5|vuoledetermlnareunamatrlce X = gv Vtdeche AX = I,.
u < o
ev  wy

Condderiamo i seguenti due casi:

a)r(A) =1 b rinversonenonépossbile

Infatti se il rango € uno, dlora le due righe ddlla matrice A sono linearmente dipendenti, cioé a' = ka,
b* = kb, ¢ = kc.

Quindi I'equazione matricide AX = |, eequivaentea due Sstemi

‘!au+bv+cw =1
%kau+kbv+kcw =0

(1)

@ : au'+bv'+cw = 0
i kau'+kbv'+kew' = 1

Dalla seconda di (1), confrontata con la prima, segue che k = 0; confrontando in maniera andoga le due
equazioni del Sstema (2) segue che k = 1: assurdo, cioe i due sistemi non sono  contemporaneamente
risolubili.

b)r(A) * 1 b Tinversoneéposshile

Supponiamo, quindi, che ¢ Sa un minore di ordine due non nullo; Sa esso, ad esempio, cogtituito ddle
prime due colonnedi A.

Alloral’equazione AX = |, eequivaente a seguenti due Sstemi:

‘!au+bv+cw =1

O
ja'u+b'v+cw = 0
jau+bv'+ew = 0

%a‘u'+b'v'+c'w' =1

2



S ossarvi che, portando cw d secondo membro del sstema (1), S ottiene un sSstema risolubile con la

a b
regola di Cramer, supposto cheil minore o b" non sanullo.

Pertanto la soluzione del sistema (1) e data da:

J = b'+w (bc'- cb)) T a+w (ca"- ac))
A ) A
a b

con |A = o b"

Applicando lo stesso procedimento d sistema (2) S ha

W (cb-cb)-b , _ a+w (a'c- c'a)
= e Vv =
1A |A
b ¢ cC a
Con B = ‘ 1 |’|C| = 1 | "
b c c a

Dunque lasoluzione ddll’ equazione matricide AX = |, &

g8 ou & [B
£ a1 u 1 u
gAlg w {C] oG W clg
O G, 84 o4, & |AH
A A A

> ('D&S'D)

X =

Teorema 2: I'equazione XA = |,,dove X e3" 2, Ae2  3ed |, elamatriceidentica3 " 3 non &

risolubile.

Dimostrazione:

L’ equazione deta € equivdente al Sstemi
lauta'u=1
|

(1) Tbu+bu=0
{cu+c‘u'=0
lav+a'v=0

@ ibvtbv=1

Lov+ev'=0
law+a'w=0

3 bw+bw=0
Low+cw=1



Seil ssema XA = 1, érisolubile dlora| A = |B| = |C| = 0,cioé r(A)£1.
Maadlora, consderando il astema (1), 9 ha:

i
i
lb(u+ ku'

Ic(u+ku
t

u+ku =

) =
) =

a

Seguecheal 0, b=c=0:in contraddizione con il Isema (2).

Teorema 3. dataunamatrice A di tipo 2~ 3, essa ammette divisori dello zero a destra se harango pari ad
uno.

Viceversase A harango due, dloralamatrice X tale che AX = 0 deve avere rango uno.

Dimostrazione:

Se r(A) = 1, dlora AX =0implica @' = ka, b' = kb, ¢ = kc e quindi il Sstema diventa

1au+bv+cw =0
0

% au'+bv'+cw'
che erisolubile.
Se r(A) = 2 dloral’equazione AX = 0 & equivelente a due sistem

‘!au+bv+cw =0

@D

I 1 1 !
jau+bv+cv = 0

jautbv+cw' = 0
(I
ja'u+b'v+c'v = 0
Pertanto, portando le incognite w, w' d secondo membro, i due Sstemi sono risolubile con Cramer.
Adottando |le notazioni ddl teorema 1, risulta:

B C C
g = 1B, _ B, 2D _d

NG TR A A

Quindi, la matrice X presentera due colonne linearmente dipendenti e, dlora, avra rango uno, cioe la

w; Vv w

soluzione ddl’ equazione AX =0 &

48lw |Blwu
aclw  |clwy
gAw  [Awy



Teorema 4: date le matrici X di ordine 3" 2, Aditipo2 "~ 3 ed O, maricenulla3 = 3, I'equazione
XA = O, érisolubileseesolose r(A) = 1.
Dimostrazione:

L’equazione matricidle XA = O, e equivdente a tre Sstemi (fra di loro equivaenti) raggruppabili nd

Sseguente Sstema
jau+au =0

(1) tbu+bu =0
leu+cu =0

Se la soluzione di uno di essi esigte, dlora r(A) = 1. Viceversa se r(A) = 1 dlorarisuita ' = ka,
b' = kb, ¢ = kc.
Dunque il sstema (1) diventa:

1a(u+ku) = 0
tb(u+ku) = 0
le(u+ku) =0
da cui segue
ut+ku =0
v+kv =0

w+kw =0

Dunque lamatrice X, di rango uno, € soluzione dell’ equazione XA = O,.



APPENDICE

Sadaounindeme Al £.

Definizione
Se - e una funzione definita sul prodotto catesano A~ A a vdor in A, dlora diremo che - €

un’ operazione binaria in A.

1. SEMIGRUPPI

Definizione 1.1.

Una coppia (G, ) , dove G é un indeme non vuoto e - € un’operazione binariainterna di G, g dice
Ssemigruppo se:

"abcl G b a(bc)=(ab)c proprieta associativa

Definizione 1.2.
Se G éun semigruppo, s chiama elemento neutro (bilatero) di G ogni demento ul G taeche

"alG b u-aza-u=a

Definizione 1.3.
Se un semigruppo G possiede I’ emento neutro, alora G s dice semigruppo unitario.

Definizione 1.4.

Se G éun semigruppo unitario, diremo che a'l G éun simmetricodi al G s

Osservazione: s dimostra che in ogni Semigruppo unitario esiste un unico demento neutroe " al G

esse un unico SMmetrico.

Definizione 1.5.
Un semigruppo G s dice commutativo o abeliano se I'operazione definita su G gode ddla seguente
proprieta:

"a,bl G P ab=ba proprieta commutativa
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ESEMPI

1) (N, +) ed (N, 3 cioé I'inseme dei numeri naturali, rispetto al’ operazione sia di addizione che di
moltiplicazione, € un semigruppo commutativo unitario. Lo stesso discorso ovviamente vae anche per gl
indemi del numeri interi relativi, dei numeri raziondi, dei numeri redi e de numeri compless.

2) (A(A), E) e (A(A), ) cioerinseme dele parti di A * A, rispetto alle operazioni di unione ed
intersezione, € un semigruppo commutativo unitario (A € I'demento neutro ddll’ unione ed A € I'demento
neutro ddl’intersezione; gli unici dementi invertibili, come e facile provare per esercizio, in entrambi i cag,

sono gli dementi nevitri).

2. GRUPPI
Definizione 2.1.
S dice gruppo una coppia ordinata (G, ) , dove - € un'operazione binaria interna definita sull’ indeme

non vuoto G, tale che:

a" abclGp a(b-c=(ab)c proprieta associativa

by al G P u-a=a-u=a esistenza dell’ elemento neutro
00" alG$alG b a-a =a-a=u esistenza dell’ elemento simmetrico
Definizione 2.2.

Un gruppo G s dice commutativo o abeliano se:

"a, bl G P a-b=ba proprieta commutativa

ESEMPI

1) (Z +) , cioé I'indeme dei numeri relativi con I’ addizione, forma un gruppo commutativo. Sono gruppi
commutativi anche le seguenti srutiurer (Q_, +), (A, +), (C, +). [Naurdmente in questi ces
I’elemento neutro € lo zero ed il Smmetrico é I’ opposto).

2) ((CLO, >) cioé I'indeme de numeri raziondi (le frazioni) non nulli con la moaltiplicazione, forma un
gruppo  commutativo. Anche la  druttura (AO, >) codituisce un  gruppo  abeliano.

[Naturdmente I’ emento neutro €l numero 1 ed il Smmetrico e l’inverso).



3) (v = A", +), Gioé I'insieme dei vettori ad n coordinate dotato dell’ operazione di addizione, & un
gruppo abdiano. [Naturamente I’ demento neutro & lan-uplanullaed il Smmetrico di un vettore vI V el
suo opposto -vI V1.

4) (M(m, n), +) , cioéI'inseme delle matrici di tipo (m, n), con |’ operazione di addizione tra matrici, € un
gruppo commutativo. [Naturalmente I’ demento nevitro & lamatrice nullaed il sSmmetricodi AT M(m, n),
in questa struttura, € la matrice opposta - A, ottenuta da A cambiando il segno atutti i suoi eementi].

5) (M *(n), >} cioe I'indeme delle matrici quadrate di ordine n con la moltiplicazione, cogtituisce un
gruppo non commutetivo. In questo caso |’ eemento neutro € lamatrice identica |, ed il Smmetrico di una
matrice A él'inversa A%

Da notare che la druttura (M(n), >)< cioé I'indeme di tutte le matrici quadrate di ordine n (ossa

comprese anche quelle con determinante nullo), cogtituiscono un Ssemigruppo unitario non commutativo, ma
non un gruppo poiché gli dementi con determinante nullo non sono invertihili.

S noti ancorache(M(l), +, >} & di fatto, isomorfo dl’inseme dei numeri redli.

3. ANELLI
Definizione 3.1.

Chiameremo anello unastrutturaagebrica (A, +, -) tdeche

1) (A, +) éungruppo abeliano, cio&:

a " abclA a(bc=(ab-c proprieta associativa

b)y"al A u-a=a-u-=a esistenza dell’ elemento neutro
" al Asal G:a-a =a-a=u esistenza dell’ elemento simmetrico
d"abl A ab=>ba proprieta commutativa

Osservazione: chiaramente indicheremo I’eemento neutro u con 0 e I'opposto di un qualunque eemento
al Acon-a

2) (A, +) éun semigruppo, cio&

a " abclA a(bc)=(ab-c proprieta associativa

b)" a,b,cT A a-(b+c) =a-b+a-c

proprieta distributiva della legge - rispetto alla legge +
" abcl A (b+c)-a=b-a+c-a
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Osservazione: per comodita l’demento a- b verra indicato semplicemente con ab; I’'demento neutro u

con 1 ed il Smmetrico (nel caso specifico I'inverso) di un qualunque demento al A con a™.

Definizione 3.2.

Unandlo (A, +, -) s dicecommutativo o abeliano se (A, -) &un semigruppo commutetivo, Cio&:

"a bl AP a-b=nba proprieta commutativa

Definizione 3.3.

Unandlo (A, +, - ) S dice unitario se possiede un emento neutro (necessariamente unico) e, cioe tae

che:

"al AP ae=e-a=a
Sa(A, +, -) unandlo unitario. Se, fissao a | A esiste un demento a™* tale che

I’'demento a g diceinvertibile o che € una unita.
Osservazione: in un andllo unitario (A, +, -) I'inseme U degli dementi invertibili non & vuoto avendos,

come € owio:

el U

S haanche la seguente
Proprieta lastruttura (U, *) € un gruppo (dentro I’ anello), detto gruppo delle unita.

Breve prova

Sea, b1 Urisultache a™?, b* T U per essere (a'l)_1 = al U e a>b1 Uin quanto esigte (ab) * ed

& (ab)* = b*a*. Quindi (U, ) éassociativo, el Uedil prodotto di due elementi & invertibile.
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Definizione 3.4.
Un andlo unitario e commutativo (A, +, ) nel quaevdelalegge di annullamento del prodotto, cioe:
a-b=0pP a=0oppureb =0

s dicedominio d'integrita o anello integro.

Osservazione : inunandlo (A, +, -) il prodotto di due elementi & sempre nullo se uno dei due fattori &

nullo; s nati, invece, che il viceversa é faso, cioe puo capitare che in un andlo il prodotto ab sa nullo ma

risultino divers dazero daacheb: intd casoaeb s dicono divisori dello zero.

ESEMPI

1) Esste un unico anello detto anello mono-elemento codtituito da un solo eemento, cioe A = {a} con
ata = ara=a

In questo caso I'elemento a funzionasSadazero che dae, anzi sein un andlo s verificache 0 = 1 questo

proprio |’ anello mono-elemento.

Osservazione: ogni andlo ha necessariamente due dementi: zero ed e.

2)(Z, +, ), (Q, + ), (A, + +),(C, +, -) sonoanelli commutativi unitari ed integri.

3) (nz, +, ), doelinsemede multipli interi relativi di un fissto interon ® 2, ossia

2z ={.., -4,-20,2 4,6, .}

3z ={.,-9-30309.}

con le usudi operazioni di addizione e maltiplicazione, cogtituisce un anello commutativo non unitario (non &
possibile ottenere, infatti, 1 come multiplo di n).

4) L'indeme de polinomi a coefficienti interi ad una indeterminata codtituisce un andlo commutativo
unitario.

5) (M(n), +, ) , coel'indeme ddle matrici quadrate di ordine n con le note operazioni di addizione e

moltiplicazione, codtituisce un andlo unitario non commutativo e non integro.
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Adesempioin M(2) le seguenti due matrici A e B non sono nulle ma hanno prodotto nullo:

@ %o 0 9
AT 52 % 15 P MTY o

4. CORPI E CAMPI

Definizione 4.1.

Definiamo corpo un andlo (A, +, -) nd qude la druttura (A 1 A -) & un gruppo, non
necessariamente commultativo.

Osservazione: in un corpo non esistono divisori dello zero, poiché sefosse ab = 0,con at 0, bt O,

esistendo a™* s avrebbe a Y(ab) = 0 cioé b = 0, contro I'ipotesi.
Definizione 4.2.
Un corpo commutativo s dice campo, ciod un campo & un andlo unitario (A * A, +, -) tde che

(A, +) @un gruppo abdliano.

ESEMPIO
((Q, +, ) (A, +, ), (C, +, -) sonocampi.
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ESEMPI PRELIMINARI

S condglia dlo sudente di porre I’ attenzione sui seguenti esempi 1)-7) relativi d capitolo sulle matrici e

determinanti primadi risolvere gli esercizi proposti:

2 3 2 &8 1 2

1) Saw A= 81 1 22 eB= éz 3 3. duematrici di ordine rispettivamente2 ~ 3e 3~ 3.
{7/ R
1 1 1gp

Scrivere A per righe e B per colonne; calcolare poi il prodotto AB.

Risulta
A:?g con }.A'L = (232
Ao fA = (11 2)
i = (321
B=(B,B,B;) con (B = (L1371
18 = (2,31

Segue quindi:
g EWB AR ABD &4 13 1%

§AB, AB, ABg &7 6 Tp

2.. b..
2) Datalamatrice A = o 2 con det A =0 trovare lamatrice B = 2 2 tale che:
86 4g Sc dg
a)AB=0
b) BA=0
S ha
B 208 bp aSa+2c +2dp a® OB N i3a+2c =0
a)AB: - - = I = s 0 i
S 4p& dp Sea+dc eb+4dy & Op f3p+2d = 0
Segue
a= -2t c =3t b= -2u d = 3u
Dunque:

_a& Do _ 0
5% a5 YS3 3

b) stessi calcoli
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3) Dati i tre vettori 4-dimensiondli T (2,1, 2,1), v(2, - 3L 1) e W(4, -1 -1 2) provare che
s0no linearmente indipendenti.
& 1 2 16

E sufficiente, in tal caso, osservare che lamatrice associata A = QZ -3 1 1: harango tre.

é4 1 -1 2
4) Con riferimento alamatrice A dell’ esercizio precedente provare che i quattro vettori-colonnadi A sono
linearmente dipendenti.
Essendo tre il rango della matrice A segue che esattamente tre colonne sono linearmente indipendenti; del
resto la quarta colonna e proporzionale dla prima.
5) Sia data una matrice quadrata con determinante nullo. Provare che una sua riga € combinazione lineare
delle precedenti.
S consideri unamatrice quadrata A di ordine n. Poiché det A =0, lacaratteristicadi A éd piu n- 1; segue
chele n righe sono linearmente dipendenti e cosi pure le colonne. Dunque esste ameno una riga che e

combinazione lineare ddle rimanenti.

6) Datalamatrice A = §é13 ig trovare, se esste, lasuainversa AL,
@

Osserviamo innanzitutto chedet A= 11 0, ciod esiste A *. Per cdcolalaformiamo lamatrice:
a8 2|1

Ou
B8 1|0 17 (A

trasformando cosi B ndl seguente modo:

B—ié 2 1 0@?/333 ®§- O 1 -1?/3 3/%}'®§1 0 1-2@
"8 1|0 WWAMER®G 4| o WPHRER®G 41 4l
A I, 1, Al
Dunque:
a1 =@ %
&1 3
Infatt S hat

AA']':@ 29&1 -Zézé- 09_|
&1 1p&1 B & 1 °

alp = B -8 20 _ & B
€1 3p&1 1y & 1 2
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Andogamente 9 condderi lamatrice:

_él 0‘3 20 (1,14

& 1)1 147
Trasformiamo C come segue:
1 0RO g | 7R

7

_ el -
C=¢

1, A Al 1,

D> (D

1
1

0]

Dunque € possibile accogtare la matrice identita Sa a destra che a sinistradi A, ottenendo cosi sempre la
sessamatrice inversa

7) Dato I'inseme delle n-uple generato dai vettori 4-dimensondi @ (2, 1, - 1, 3), v (2, 2, 3, - 1),
W(4, 3 2 2) ed T(0,1 4, - 4) s determini una base dello spazio delle combinazioni lineari da esse
generato.

E sufficiente, pertanto, verificare quanti dei quattro vettori considerati sono linearmente indipendenti. S

congderi quindi lamatrice ad asociaa

2 1 -1
G 2 3 .10
A=¢ '
¢4 3 2 2
S0 1 4 -4

Poiché, come é facile notare, risulta

1
2‘ = 2 1 0, olando tde minore con le resdue righe e

colonne s ottengono | seguenti minori del terzo ordine:

2 1 - 2 1 2 1 -1 2 1
2 2 =2 2 -3 =12 2 =2 2 -3 =0
4 3 2 4 3 2 0O 1 4 O 1 -

Dunque r(A) = 2. Indltre |le prime due righe della matrice A sono linearmente indipendenti per cui una

base é codtituita proprio dai vettori U e V.
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ESERCIZI PROPOSTI

A\) Calcolare, se possibile, A + B, A- B, AB, BAe cA dove A, B e c sono dati 1)-8) dopo aver

analizzato i seguenti esempi a)-Q):

ga=23 X g 20 -
&1 -25 81 -2’
272 272

Sommando e sottraendo termine atermine risulta rispettivamente:

p+p=83 B o p g-P ¥
&2 -4 S op
272 272
Svolgendo il prodotto righe per colonne s ha
AB= 22 30+5(-1) 3(-5+5(-2)6 _ &5 -25%
" & 10- 2{-1) -1{-9-2{-2s &2 95
272
2 03-5(-1) 0%6-5{-2)6 _ o5 10
& 18- 2x-1) -16-2¢-2)g &1 -1p

2° 2

Moltiplicando ciascun demento dellamatrice A per il numero ¢ assegnato S ottiene:

6 1.-
CA=2A=& 00
-2 -4g

27 2
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2 -1 0% 2 -1 0%
HA=3 1 O B=g3 1 3. c=3
§4 0 Og (él 1 1p
3" 3 3" 3
S ha
2 ® 0 0
A+B=¢ 3 e A-B=% o0 -3
éS 15 §3 -1 -1p
3" 3 3" 3

a#>0- 2>0+0:3  4X0- 2>0+0%-1) 4>0- 2x-3+0%- 1)
AB= (650+250+33 60+ 2>0+34-1)  60+2-3)+3%-1)-
A

50+1:0+18 50+10+1x-1)  50+1x-3)+14-1)5

O N (:0 I
am»o
81218

3

a@xz 13+ 0% 2x-1)- 14+ 00 2>0- O+00 &l
BA= (32 +1:3+3x4 3(-1)+14+3:0 30+1:0+30. = 221 -
§1x2+1><3+1x4 1{-1) +14+150 1:0+1x0+150p ég
&® -3 0
CA=3A=¢9 o
élz Op
3" 3
1 3 _2.. O e s
JA= & 0. g2 0. o
&2 3 4 & 1 -1
27 3 27 3
Risulte
3 0 3 -5
A+B=® ¢ A-B=F %0
&1 4 % &5 2 55
2" 3 2° 3

&

o
8,0,



AB non € possibile perché il numero delle colonnedi A é diverso da numero dellerighedi B

BA non e possibile per il ragionamento precedente

el -3
cA:(-l)A:gZ 3
2" 3
da 0 OQ
dA=%0 1 2o
go 3 45
3" 3
S ha
&2 3 49
A+B:g-1 3 g-
€0 4 8p
33

&+ 0x- 1) +0%0

¢
AB = G0+ 1x-1) + 2>0
¢

2
-4g
el 3 40
B=¢-1 2 %;; c=-2
€0 1 4p
3" 3
® -3 -40
e A-B:gl -1 g-
& 2 0p
3" 3
1 .
1:3+0R+04  14+0x-+042 & 0
2 - gl 3 47
053+ 152+ 2x1 0x4+1x%+2x4+:<;-1 4 1_277
T -
§0><1+3>(-1)+4xo 0>3+3x2+ 44 0x4+3><%+4x4_; g3 10 3?55
3" 3

& 1x1+3x0+4x0

BA= g- 14+ 2>0+%>0

8 0+ 1x0+4x0

10+34+4X3  1x0+3R+4x40 @1 15 220
-1><o+2><1+%><3 -1><o+2><2+%x4—5:g-1 ! :

00+10+4x3 00+1+4xdy &0 13 185

00
- 4_
a5
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Osservazione: lasomma e ladifferenza s possono effettuare solo ndl caso di matrici aventi 1o esso ordine
(il medesmo numero di righe e di colonne), cioe non e possibile sommare o sottrarre, per esempio, una
matricedi ordine2” 3 ed unadi ordine3 " 3; andogamente, come gia osservato, € possibile cacolare il
prodotto tra due matrici solo se il numero delle colonne della prima metrice € ugude d numero ddle righe
della seconda matrice, cioe A (m, k) e B (k, n) sono moltiplicabili e la matrice prodotto sara C (m, n); il

prodotto tra matrici, in generale, non e commutativo, ossia AB 1 BA, come € facile verificare dagli esempi

precedenti.
el 3 0 ® 0 1
gA=$2 3 0.: B=%0 O.: c=2
-2 1 Og és Ay
3" 3 372

A+ BeA- Bnonsono posshili per quanto asserito nella precedente osservazione

e 1x0+ 3>0+0x3 10+30+04 6 a8 0

AB= é 2X0+ 3x0+ 0x3 2X0+ 3>x0+ 0x4 : = éO 0. eélamatricenulla3” 2
- 0

2)0+150+ 03 (- 2)>0+1>0+ 0% Op
BA non e possihile
1 e
-1 @
3 N
1 ¢ 2 :
CA==A=¢— 1 O°
3 ¢ 3 +
é-% 1 &
3 3 12}
3" 3
el -1
_&d 0 -lg _C - _
NA=¢, o B=;5-2 2. c=6
S0 %
2" 3 3" 2

A+ BeA- Bnonsono posshili

e



_ @02+ (0 (- )40+ (B & -4
AB_32><1+1>(-2)+0><0 2{-)+1¢+08 g & Og

272
adA+(-12  10+(-)x  1{-1)+(-1)>08 ael -1 -1%

3

BA= {(-2)M+20  (-2)0+2d  (-2)%- 1) +20; = 2Z
g 0xL+3%2 0x0+ 3% 0{-) +30 5 é 6 0g
3" 3
cazga=2 90 %
&2 6
2”3
a4 0 2 1 Se; 29
QA=$3 1 -1 -1: B=¢ T c=-1
éo 1 -2 -3 8'1 o
e-2 29
3" 4 47 2
A+ BeA- Bnonsono posshili
& D4+0+2x-1)+1%-2) DO+04+28+1x2 6 @3
AB= ¢ 3+12+(- - ) +(- 1)¢-2) 30+ 1+ (- 1):3+(-1)2 Z=¢ 8
0+ (-1) 2+ (-2 - D)+ (-3)4-2)  0x0+(- 1)+ (- 2)x3+(- 32 ée
BA non e possibile
0 0
CA=-A= QO elamatricenulla 3° 4

&1 8

£
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A -1 A

A= -, B= =, €c=2
& 25 & -1
s - - 4 _2
R A+B=2 . A @ % &3 B g @3 X% @D
= &0 1z & B S -2z S -2 S 4
1% d 2 B
HA=¢0 2 -1: B=d¢0 -2 5. c=-1
és -2 Og éﬁl -1 75
1 & ® -3 O 213 1 19
B:A+B— £: A-B=S%0 4 -6.. AB=%-4 -3 3.
ég - o (él -1 -73 (éS 14 55
aé6 -3 16 el 1 -%
BA = S14 21 cA=%¢0 -2 1
§39 -20 133 é-s 2 0o
1 O - .
éae 19 el ®
2 .5 7. c :
A= . B=Z3 1.; c=3
G0 1 4 (§7 e
£3 0 3 i
=8 44 =3 0 -3('j
$3 -33 6 -15 2L
R: A+ B, A- B, BAnonsono posshili; AB= ¢ i cA=¢ ,
= 631 - 15° o 3 12
€24 - 125 €9 0 9p
gel 2 -2 gel 0 7
pac0 1 clos o g2 114
67 1 0 2 ¢-2 -1 0 1f 2
& 4 1 -35 €3 5 2 -3
@2 2 5 & 20 2 -9 0O 48 19 15 0p
S 2 0 9 2 0 -2 L “9 27 11 -12%
R: A+B=¢ " A-B=¢ . AB=¢ ;
= 65 0 0 3 ¢o 2 0 1° ¢15 11 54 19%
% 9 3 -6 $0 -1 -1 0g €0 -12 19 35
2 1 B
B9 21 1 8% ¢2 L1 §+
¢ - co = -=— =
I R N A R
6L -1 6 -14* 71,
) - G2 2 N
&8 1 -14 47y ¢ I
& 2 3 25
2 2 20

(o}
=



to d -1 3 %%

2 .5 7. e 0
5A=¢ . B=g0 2 -1 3.; c=1
¢0 1 4 és 2 0 7o
&3 0 3 e

=4 1 3
R: A+ B, A- Bnonsono bili; A —g 87 -2 11
= ' — " ¢2 -6 -1
€12 -3 -9
CA=A
el 3 2 5% Sé‘ %
¢ - ¢c3 & 1
6)A=S 6 -2 4 3.; B= T ez 2
§2 6 4 10p & ¥ 3
& 2
a82 4%
R: A+B,A- B BAnonsonopossbili AB= $20 48
§64 862
A 15 a 1 16
7)A:g3 -1 B:g3 -1 1+ C:l
é H 3. 3
9 X & 3 5g
a3 36
R: A+B,A- B ABnonsonoposshili;. BA=$3  5.:
63 2lg

82

8

wlin N Wik

2
I

MO O OO O

a

(;3

cA=¢C1
G

§3

N wiNn P

RPRWIFRWIE

1O

&.I.

wlbhwlbhwlN

196
192,

29



el 3 4 20
gA=¢-1 2 1.; B=S%0.: c=-2
go Ay 19
e 60 ®2 -6 -8
9-1_;; A=¢ 2 -4 -20

éo-z-‘

B) Scrivere la trasposta delle seguenti matrici 1)-6) dopo aver analizzato gli esempi a)-d):

R:A+ B, A- B, BAnonsono posshili;, AB=

Come gia accennato in precedenza la trasposta di una matrice S ottiene scambiando tra di loro lerigheele
colonne; 9 ha, quindi:

_ 46
& 5y
xe2 1 10
HA=S 1 3 6
é-l 6 4g
Risulta
xe2 1 10
Al=%1 3 6
é-l 6 4y

& 5 75
C)A= =
) 80 3 1g
S ottiene:

2 0
AT =S5 3

é? 1



&2 0 0 O
S0 3 0 O
dA=D=F¢ :
¢o 0 -2 o0
€0 0 0 8

Latrasposta della matrice diagonale D € lamatrice, anch’ essa diagonde data da:
®2 0 0 06

DT_go 3 0 0.
~¢0 0 -2 o0F
g -

e0 0O O 8g
Osservazione: ogni matrice diagonae € ssmmetrica; nel caso in cui lamatrice A Sa quadrata di ordine n
dlora la sua traspogta risultera ancora una matrice quadrata di ordine n; se, invece, A € una matrice

rettangolare di ordinem ™ n allora la sua tragposta sara ancora una matrice rettangolare di ordine, pero, n

m.

el 1 2 € a -3 20U
NA=%3 0 -1 SAT=1 0 1
éz 1 23 & éz -1 24

el -26
g + , Y
-1 2. e el -1 2 U
A= - eA’ :8 1
¢2 1 g 2 2 1 -4

€3 -1y

el -1o
+ e &1 2 -1su
JYA=¢ 2 2 AT = ¢ 2
é el -2 160
&l 2 -1 LB a ¢ ) )
HA=$2 -4 2 -6 éar = ¢ 2 "4 L
él 1 3 -3 g ¢-1 2 3
- - e v
g €3 -6 -30
S 0 0 O ¢ @& 0 0 0o
50 0 3 0 o & - © 3 0 oy
¢ 0 1 oF & G 0 1 o7
& 0 0 49 5 & 0 0 4p



0 ¢ @A 0 0o
A=% 1 2 AT =0 1 3
éo 3 45 8 éo A4

C) Calcolarei determinanti delle matrici 1)-30) dopo aver osservato quanto riportato nei seguenti

esempi a)-€)
A 2 2
IA=L1 3

Applicando la definizione data sui determinanti del secondo ordine s ha:

wn=[3 J=(9s (o= er2 4

A -3 20
A=l 0 1o
§2 -1 25

Applicado laregola di Sarrus S ha

1 -3 1 -3
detA=|1 O 1 O-=
2 -1 2 -1

= DO+ (- 32+ 24~ ) - [20:2+1:- 1) +(- ] =

=0- 6-2-(0-1-6) = - 6-2+1+6 = -1
a -3 2¢
oa=% 0 1°
-1 2

Il determinante richiesto S pud cacolare con la regola di Sarrus, come fatto nel precedente esempio,

oppure con laregola di Laplace, cioé sviluppando il determinante rispetto agli ementi di unarigao di una

colonna. Se s condderano, ad esempio, gli lementi dellasecondariga, S ha

1 -3 2
detA=11 0 U=DA+OA,+DA=A+A;=
2 -1 2



f? Forf 3-8 T

=-(-6+2)-(-1+6) = 4-5= -1

Dunque, per il cacolo dei determinanti del terzo ordine, € possbile utilizzare entrambi | metodi di cui agli

esempi b) ec).
el -2 3 -5j
(; -
5 -2 4 1.
d)A=¢ :
¢4 -2 1 3:
€3 3 1 2

Applicando laregola di Laplace, cioe sviluppando il determinante, per esempio, secondo gli elementi della

primacolonna, § ha

-1 -2 3 -
5 -2 4 1
det A= 4 -2 1 =LA A+ DA+ A = - Ay +0A, +AA, +3A, =
3 3 1 2
-2 4 1 -2 3 -§ -2 3 - -2 3 -
=- (-9"}-2 1 F+5(-9)"}-2 1 3+4(-9"}-2 4 Y+3(-9"-2 4 1=
3 1 2 3 1 2 3 1 2 -2 1
-2 4 Y |2 3 - -2 3 -9 |2 3 -
=--2 1 3-5}-2 1 3+4]-2 4 1-3]-2 4
3 1 2 3 1 2 3 1 2 |2 1

| precedenti determinanti di ordine tre, a loro volta, possono essere calcolati gpplicando nuovamente la

regola di Laplace, sviluppando ciascuno di secondo, per esempio, gli eementi ddlaprimariga.

Risulta quindi:
é 5|1 1 4-2 j J-2 ;lu
detA=-g2(-1 +4(-1 +1(-1 "+
e2( Jral]; Jr9), o
é ,1 3 4-2 j J-2 1‘0
-5&2(-1 +3(- -5(-1 O+
e2( J+30975 J-s69, Ja




é |4 1 4-2 1‘ a|-2 A‘U
+4&2(-1 +3(-1 -5(- '
& (O] 4300 5 5 50, g
4 -2 -2 4u
-3&2(-1 j+3- ’ j-s-l“ j':
c2(-9] Jeat9]) Jseaf; o

=-[-2(-1)- 4(-13)- §- 5[-2(-1)- 3(-13- 5(-5)] +4[-2(7)- 3(-7)- 5(-14)] +
-3[-2(11)- 3(-4)- 5(6)] = - 49- 330+308+120 = 49
Osservazione: s perveniva alo stesso risultato se s fossero cacolati | determinanti del terzo ordine con la

regoladi Sarrus.

=2 10 0-8(5
1 3 1 -5

e)A:g
¢-1 1 -1 -77

€1 4 -1 -3

2 10 O -

3 1

det A= =
-1 1 -1 -7

-1 4 -1 -

(8 sommano dla seconda colonna la quarta colonna e la prima colonna moltiplicata per - 1)

2 0 0 -8
1 7 1 B
-1 -5 -1 -7
-1 2 -1 -

(38 somma dla quarta colonnala prima colonna moltiplicata per 4)

2 0 0 O

1 7 1 9

-1 -5 -1 -11
102 -1 -7

(applicando laregola di Laplace, sviluppando rigpetto agli dementi ddlla primariga)

7 1 9
=2(-1%-5 -1 -11 =
2 -1 -7
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(8 sommadlaprimarigala secondariga)

2 0 -2
=2[-5 -1 -11 =
2 -1 -7

(8 sommadla prima colonnala terza colonna)

0O 0 -2
=2|-16 -1 -11 =
-5 -1 -7

(applicando d regola di Laplace, sviluppando rispetto agli dementi dela prima riga)

=2(-2) (-9

Sempre gpplicando le proprita sui determinanti € possibile cacolare ancora piu rgpidamente |l

'_156 :1‘=-4(11)=-44

determinante della matrice assegnata

2 10 0 -
1 3 1

det A= =
-1 1 -1 -7
-1 4 -1 -

(s sommalasecondarigadlaterza e dlaquartariga)

2 10 0 -8
1 3 1 §_
o 4 o0 -2

0 7 0 2

(applicando laregola di Laplace, sviluppando rispetto agli dementi della terza colonna)

2 10 -8
=(-1)70 4 -2 =
0o 7 2

(applicando laregola di Laplace, sviluppando rispetto agli ementi della prima colonna)

4 -2
7 2

‘:-2(22):-44

Osservazione: tutti i determinanti di ordine n 3 5 s risolvono con le stesse tecniche illudirate negli esempi

d) ee).



1%
3A=§0 55
S)A:§ -29
B -2
RO TR
_ b -2('_j
IA=Cs 4
A 15
V=8 g
@ -3
A YRt
B
I8 o
& -3
VU 1
B8 2P
WA= 15
A -3
MA=81 0
& 1
el O
12)A=¢ 3 -5
§1 -1
8 2
13)A=%5 -1
& o -

&1 8

[det A=-19]

[det A = - 5]

[det A = 8]

[det A= - 1]

[det A = - 29]

[det A = - 37]

[det A = 34]

[det A=7]

[det A = 19]

[det A= - 13]

[det A=-1]

[det A=-2]

[det A = 26]



14) A=

15) A=

16) A=

17) A=

18) A=

19) A=

20) A =

21) A=

22) A=

23) A=

g POOOY
w N w

(BO'OI"O
o o1 B

R i

@O O
8 F

®O0 -0
w o1 W

SR P08
AN W

('D"OVOVOVOHS CBOOVO&SA
1 w N
O N -

o &

DO O O O
N

85k

(PR
o

-7 1(_)
0 2
4 1g
3 4
4 1.
-2 33
3 %
7 4
8 3p
2 -16
4 2.
-7 53
2 -16
5 7.
9 55
-5 4o
7 O
1 9
4 -2
8 L
-1 53
-2 0
101
0 1
3 -1
2 -2
7 0
2 -2
-1 0
3 -15
2 8
0 3
0 o0

[det A = - 4]

[det A=T71]

[det A = - 87]

[det A = 141]

[det A = 0]

[det A = 70]

[det A = 65]

[det A=11]

[det A= 0]

[det A = 24]



24) A=

8

BN R

25) A =

DO O OO

B
PN O

26) A =

m-o»p»o»o

O 8
BN R W

27) A=

CD"OvPvaO

8.

28) A=

D10 O v O
N © o

8

W kR o b~ W

29) A =

('IDO'OvaOvaO

8
=

vOI O
w

30)A=G 2

<1
s

o ~PEFEDN

N OO P b~

N P P WD

£ g

225

91

[det A = - 241]

[det A = 15]

[det A = 38]

[det A = 256]

[det A= 0]

[det A = - 885]

[det A =52]



D) Calcolare la matrice dei complementi algebrici riportata negli eserciz 1)-12) dopo aver
analizzato gli esempi a)-f):

a) A= a2 &i = oy a129
&1 3 ga21 a,,0

S ha
v s B A
8A, Ay0
dove gli A, complementi agebrici relaivi agli dementi a;, sono il risultato del prodotto tra il

determinante, ottenuto da A cancellando larigai-esmaela colonnaj-esima, e (- 1)' ™.

Pertanto risulta:

A, =3 (cancellando laprimarigaelaprimacolonnasi ottieneil |3 = 3, moltiplicato
per (-4 = (- =+1)

A,=-1 (cancellando la prima riga.e la seconda colonnasi ottieneil |1 = 1, maltiplicato

per (_ 1)1+2 - (_ 1)3 = -1)

s

-5 (cancellando lasecondarigaelaprimacolonnas ottieneil |[§ =5, moltiplicato
per (-0** = (-1° = - 1)
A, = 2  (cancdlando lasecondarigae lasecondacolonnasi ottieneil |2| = 2, maltiplicato
per (-7 = (-1)* = +1)
Quind dlafine risulta

A* = %3 -19
&5 25

el ®
b) A= =
JATS 3 o

Procedendo come nel precedente esempio s ha

A, =5 (cancdllando laprimarigae laprimacolonnasi hail |[§ =5 cheva
poi moltiplicato per (- )" = (- 1)* = +1)

A, = -3 (cancdllando la primariga e lasecondacolonnas hail |3 =3cheva

3

poi moltiplicato per (-1)™* = (-2)° = - 1)
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A, =-0=0 (cancellando lasecondarigaelaprimacolonnas hail |d =0 cheva

3

poi moltiplicato per (-1)*™ = (-2)° = - 1)

A, = -1 (cancellando la seconda riga.e la seconda colonnas hail |- 3 =-1

chevapoi moltiplicato per (- )** = (-2)* = +1)

I
&&

21 0 16
OA=%3 -5 4.
él -1 Og

Anche per lematrici di ordinen? 39 pud gpplicare laregolaandizzatand caso n = 2, chiaramente con le
opportune variazioni.

Pertanto 5 ha

A, A AD
= A Ay A
Ay Ay A

Restano dacacolaregli A;, complementi lgebrici degli dementi 3 .

Quindi otteniamo:

5

A= (U] g =EUAC9: (] = 1) = 4

(il determinante 2~ 2 & stato ottenuto cancellando laprimarigaelaprimacolonnadi A)
A, = (- 1)“ﬁ “‘ ) {30- (4x)] = - 14-4)

(il determinante 2~ 2 e stato ottenuto cancellando laprimariga e la seconda colonnadi A)
A= (Y ] Rt (9] = safany = 2

(il determinante 2~ 2 e stato ottenuto cancellando laprimarigaelaterza colonnadi A)

A, = (-1)2*1{ 0 j = (-1)3><{0x0- (-1)><1] = -14) = -1

-1

(il determinante 2~ 2 e stato ottenuto cancellando la secondarigae laprimacolonnadi A)



1

A= (= (90 (a] = 2t -

(il determinante 2”2 e stato ottenuto cancellando la seconda riga e la seconda colonnadi A)

A= (= A 0 = 2y -

(il determinante 2”2 e stato ottenuto cancellando la secondariga e laterza colonnadi A)

A= (0 ) = (9o (g = +1xg = s

(il determinante 2~ 2 e stato ottenuto cancellando laterzarigae laprimacolonnadi A)

1

A= (5 = () (] = (a9 = -7 = 7

(il determinante 2~ 2 e stato ottenuto cancellando laterzariga e la secondacolonnadi A)

A= (93 = 0990 = g = s

(il determinante 2~ 2 e stato ottenuto cancellando laterzariga e laterzacolonnadi A)
Dunque lamatrice cercata &

x4 4
*—gl

és

-100

§2 15

Cdcoliamo, in primo luogo, come fatto nel precedenti esempi, I complementi dgebrici relaivi agli dementi

&...r%..ee

d)A-

dellamatrice data. Risultadlora:
1

Ay = (- 1)“1»{0 j = (-1)°X12- 0x0) = +141) =1

0

A = (-7, j = (-1°40x- 2x0) = -10) = 0

As = (-9 ﬂ = (-1)*X0x0- 2x1) = +1x-2) =

N



A, = (-1)2”><'(1) j = (()°q(-94- 0] = -14-1) =

Ao = (97

M= (7 = IR0 (9 = 1)) = -2

Ay = (‘1)3+1*_i j =0, A, = (-1)3”.*1 j = 0:

0
-+ 1 -
A= () ] = e (0] = v =2
Dunque s ha
& 0 -2
A* = 81 1 -20
éo 0 1p
& 1 20
OA=%3 0 1o
és 2 25
Procedendo in manierapitl rapidadi quanto non sia ato fatto in precedenza s ha:
N ! —31—(65)— 1;
Av= =2 A= -l )= = -1
= 4 = 6; = 9= (2- 4) = 2;
Pa= s 4 7% Moy gt -
= +° J=410= -8 = 21—(45)—1
ST A I B
—+12—1' = 22—(26)—4' = +
Pa o o TF ATl 47 = Ae s
Dunque:
®2 -1 6
A* = &2 -6 1%
él 4 -3



f)A:G
¢2

e0

S ha

As = +

Ay =+

A41='

0 1 1
5 0 3
4 0 5%
-1 3 2g
5 0 3 0 0
4 0 5 =36-7=-39; A,= -2 0
-1 3 2 0 3
0 5 0 5
2 4 =-6-20=-26; A,=-12 4
0 -1 2 0 -1
0o 1 1 1 1
4 0 5 =-(-5+12-8 =1; A, =+2 0
-1 3 2 0 3
1 0 1 1 0
2 4 5 =-(8-2+5 = -11; A, = +2 4
0 -1 2 0 -1
0 1 1 1 1
5 0 = -3+15-10=2; A, =-[0 O
-1 3 2 0 3
1 0 1 1 0
0 5 3=10+3=13; A, =-|0 5 =
0 -1 2 0 -1
0 1 1 1 1
5 0 = -(12-25 =13; A, =+[0 O
4 0 2 0
1 0 1
0 5 = -(25-10-12) = -3; A, = +|0
2 4 2
39 -18 -26 309
1 -13 -11 10.
2 9 13 -15°
13 6 -3 -10p

N O =
11

W o =

(18- 0)

= -18;

= 12- 2 = 10;
(-9 =
= - 15;
= -10



-1
)
1g
15
3o
%
5¢
15
Og
_2 30
1 -2-
-1 1p
1 o
3 -2%
1%
0 -L
1 2
2 -1
-3 ]:
-4 15
0 ®
1 o
0 4p
1 1
4 0
0 O
0 3
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é 248
é ¢
eax = ¢ 12
e ¢-11
e

) 8 16

€ s - B8 -4
A e
é 2 g
aar = 20 2
& -1 3g4

&5 1U



2 3 -1 4 é ®3 6 3 1180
¢ - é ¢ 0
12)A=¢ 0 -1 2 0 epx = G 7 -15 25 2]_u
¢-1 0 1 O° € ¢-50 -12 -6 -22°U
g 0 4 3 -3g g g 4 8 4 -Béa

E) Calcolare, con entrambi i metodi studiati, I'inversa delle matrici riportate negli eserciz 1)-12)
dopo aver analizzato i seguenti esempi a)-h):
e3 1y
a)A= =
IA=S, 4

E’ necessario calcolarein primo luogo il determinante di A per poter affermare che la matrice data ammette
onol'inversa

Pertanto 5 ha

-3 1
=-10* 0
-2

Quindi, essendo rispettata la condizione necessaria e sufficienteesigtel’inversadi A.

Primo metodo:
Dobbiamo cdcolare lamatrice da complementi algebridi; risulta, quindi:
Ay =40 A, =20 A =-1 A= -3

Ne segue che:
&4 20 T _ & -16
A* = - b A*) = =
&1 -3 A =g 5
Dunque:
>® 2 1(_)
NS S L
det A 10 & -3 é_} 32
5 109
Secondo metodo:

Condderiamo lamatrice

&3 1|1 O

g = [All]

B:é
g2 4|10 1



Trasformiamo B come segue

&3 1)1 oo 610 0| 4 -1 é 22 1o
B= ¢ (IO & aanvgeel 0 g 150
e 2 4 1u 1 e- 2 4 0 R® -ERl 8_2 4 0 1 H
2 2 1y 2 1y
&0 el 05 B0 [
%% 5® & (% % 4@ & a= (LA
F{é% é) 4 -ﬂ _l;l R2®ZR2 g) l -} i’\
é 5 50 é 5 100G
A -15
b) A= =
) 80 20
S ha

1 -
=210
0 2

Quindi A anmette inversa

Primo metodo:
S cdoolano i complementi agebria relativi agli dementi di A:
Ar=2 A =00 A =1 A =1

dacui:
&2 o T & b
A* = = b (A¥) = ks
&1 1 W) =g &
Dunque:
15
L1 b e
A = — +:g 2+
2 & 1z 17
80
20
Secondo metodo:

S condderi lamatrice:

4 -1]1 o
B=% 2|0 17 [N



Trasformiamo B come segue

4 -1]1 o 2 0|2 1 gl of 1 =
g= & 5%%%%@92 133/43/43@/4@@ 2H=[|2|A'1]
3)201u1+230201u@®5@é01010
i, & 20
RO R
d -1 o
9gA=%0 1 O
éz 0 1p
Risulta
1 -1
0o 1 =110
2 0o 1
Primo metodo:

Come giavigo ndl’esempio d) in D) i complementi dgebrici rativi agli dementi di A Sono i seguenti:

AL A, =00 A S -2 AL A =L A S -2 Ay =0

,A32 = O, AQ:]_
Quindi

& 0 -2 21 1 ®
Ar =81 1 -2 b (AT =g0 1 O

éo 0 1p é-z -2 1p
Dunque:

el 1 0 el 1 0§
Alz%go 1 0.=%0 1 oO.

é—z -2 1p é—z - 16

Si osservi chein questo esempio AL © (A*)T.
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Secondo metodo:
Congderiamo lamatrice:

-1 0|1 0 O0d
1 0|0 1 0of=[Al]
o 110 o0 1§

B=

T L

Trasformiamo B come segue

e -1 0] 1 0 oy él
_ § v :
B—? 1 0/0 1 %%%%%®g
&

o
=
o
o
&
®

gL 0 0|1 1 Ou

NHUWOD 1 0|0 1 %:[uAj
@ o0 1l2 -2 1
&3 2 -1o
dA=2 5 7.
§4 9 53
S ha
3 2 -
2 5 7 =0
4 9

Dunque lanogtramatrice A non hainversa

& -3 2
gA=%1 0 L

2 -1 2
Risulta
1 -3 2
1 0 1=-11t0
2 -1 2
Primo metodo:

| complementi dgebrici sono:
Ac= L A =00 Ag= oL A= 4
Ay = ]_’ AK% =3

101



el 0 -1 el 4 -3
Ax =4 -2 -5, b (AN =§E0 -2 1.
-3 1 3 é-l -5 P
Dunque:
el -4 30
At=%0 2 -L
él 5 -3
Secondo metodo:
Congderiamo lamatrice:
e -3 2|1 0 o
B=g 0 1| 0 1 0f=[Al]
£ -1 2| 0 0 1§
Trasformiamo B come segue
g -3 2|1 0 O 6l -3 2| 1 0 o
B=gL 0 1|0 1 og%gg/é%®go 3 -1|-1 1 0
& -1 210 0 14 & -1 21 0 0 1§
€ 0 1| 0 1 ou g 0 1| 0 1 o
NHYHOH 3 -1|-1 1 {%H%EFEH 3 -1/-1 1 0
& -1 2| 0 0 14 & 2 1|-1 1 14
g 0 1| 0 1 oo 6 0 1|0 1 on
& G & a
WHHSHOD 3 -1-1 1 009/4%%@%@20 1 0[0 2 -1
g0 -2 1| 1 1 -14 g0 -2 1|1 1 -14
& 0 1|0 1 O g 0 01-1 -4 3
% ‘ €
3/“%%‘;3%@%0 1 0|0 2 -19%%3@_?@@%0 1 00 '
@ 0 111 5 -3 & 111 -3

102



el 3 -1 1p
1 0 1 o
fyA= ¢ :
¢2 -1 1 2
&1 1 0 1

Innanzitutto bisogna calcolare il determinante di A. Risultar

1 3 -1 1
1 0 1 , . o
5 .1 1 2 = (9 sommaadlaterza colonnala prima colonnamoltiplicata per - 1)
-1 1 0 1
1 3 -2 1
1 0 0 O . . , .
= 5 -1 -1 2 = (d risolve tde determinante rispetto dla secondariga)
-1 1 1 1
3 -2 1
=--1 -1 2 = (dsommalasecondarigadlaterzariga)
1 1 1
3 -2 1
=--1 -1 2 = (9 svilupparispetto agli dementi ddlaterzariga)
0O 0 3
3 -2
- -3‘ J - 15
-1 -

Abbiamo cosi trovato chedet A=15 1 0, cioélamatrice datahal’ inversa

Primo metodo:

Cdcoliamo orai complementi dgebrici rdaivi agli dementi di A. S ha
A = 3 A, =3 As = -3 A, = 0; Ay =1, A, = 6,
Ay = -0 Ay =20 A= -3 Ag= -20 A A

A, =7, A, =5

1
a
=
1
.
\l

Dunque s ottiene:

§3 3 -3 O §3 1 2 -7
1 6 14 -5 3 6 -3 3
A* - (; p (A*)T — (;
¢2 -3 -2 &5 ¢-3 14 -2 T*
&7 3 7 5y €0 -5 5 54
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dacui:

el 1 2
85 15 15
g1 2 1
1_¢5 5 5
APZ¢r 1 2
gs 15 15
80 _} }
3 3
Secondo metodo:
S condderi lamatrice:
61 3 -1 1|1
€1 0 1 oo
B=¢&
g2 -1 1 210
&1 1 0 110
Trasformiamo B come segue
61 3 -1 1|1
é
B=§1 0 1 010
62 -1 1 210
&1 1 0 10
62 3 0
é
37333/®é1 0 1
‘HbEH e1 0 1
&1 1 0
62 3 0 4|1 0
go 0 0 -3|0 1
&1 0 1 3|0 O
e
&1 1 0 1]/0 O
¢5 0 0
‘3/333 ®go O O
SO e1 0 1
&1 1 0

o O+ O

o o+ O

R w o &

o r O O o O O

o O O -

1
A
14
]

18

o O O B

104

Ou
oY
u=T[Al
0l;l [AI4]
14
0 61 3
03333 gl 0
oo #eREC S o
18 §1 1
0 1 1y
10 083/337%7®
0 1 10 WeAHK
0 0 1§
62 3 0
é
s %%@éo 0 0
Fgé)Rs*'z el 0 1
&1 1 0
0 1 -2y
¥
1 -1 -103/333 ®
1 0 oy "R
0 0 1§

P w o L

o O O k-

o O O Bk

o + +— O

© O +» O

o r»r O O

1
S8



615 0 0 O]l 3 1 2 -73 g5 0 0 0|3 1 2 -7
€ o o o -3/ 0 1 -1 -1Y o o o0 -3|0 1 -1 -2¢
é Uz 94.% 7%® € u
€1 0 1 0/ 0 1 0 00 ReR+H"g1 0 1 0|0 1 0 O
1 1 0 1|/ 0 0o 0 1 0 1 1 1|0 1 o0 1§
5 1 1 2 79
& 0 0 0] = = = -—4
€ 5 15 15 15U
e u
Y, ¥, %%® €0 0 0 1 1 1t’J~"v/4R/31g‘=>°g:®
Rl_le é 3 3 3[] 3@ 3"
R2®£R al 1 0l 0 1 0 Oy
& 1 1 1lo 1 o 1Y
gl O 0 O i1 2 _lu g]_ 0O 0 O 11 2 7u
€ 5 15 15 184 € 5 15 15 154
c 1 1 1u € 0 1 0 1y
g 0% 193 3 %%@20 1o 2 7l
® o 1 olfL ¥ .2 Td & 5 15 15 15
e 5 15 15 15L,J €© 0 0 1| o -= = —u
O 1 0 1 0 1§ 8 3 3 30
é 1 1 2 70
41 0 o0 o= =— £ __*
¢ : ¥ 3R
D101\ B B OB
3/, 3/, 3 é U3/, 3/, 3
e TR % Plenkwe
g 5 15 15 153
1 1 1
£ 0 0 1|0 -= = =y
& 3 3 30
S 0 0 o 11 2 _13
: ¥ 5 oW
O 100 5 3 -3 5 LA
& u— 1| A
A 1 14 2 4
© 0o 1 o= = -2
g 5 15 15 153
1 1 1
0 0 1|0 -= = =y
g 3 3 30
23 0 O('_j
9gD=%0 1 o.
éo 2%

Ricordiamo che il determinante di una qual unque matrice diagonde é uguade a prodotto degli dementi della
suadiagonde principae, per cui 9 ha
detD=-61* 0
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Primo metodo:
S veifica immediatamente che i complementi dgebrici degli eementi nulli sono ugudi a zero. Pertanto
risultax
D,p=2;, D,=-6; Dy=-3
Quindi:
& 0 00

Dunque:
2l o o2
3 -
D! =% 0 0.
¢ 0 17
g 20
Secondo metodo:

S condderi lamatrice:

&3 0 0|1 0 oOu
_é G _
B=g0 1 0] 0 1 05=]/Aly]
g0 0 2|0 0 14

Trasformiamo B come segue

é 1 U
&3 0 0|1 0 O gl 0 0p-3 0 0y
B=50 1 0|0 1 O%%%%e®% 1 0| 0 0l = 1A
€ U Re-ZR € 14
g0 0 210 0 1§ 3 @ 0 1| 0 =G
R®-R @ 2(
&l 1 006
hA=S 0 3 -10
2 -1 2%

Comedi consueto cacoliamo il determinante ddlla matrice data:

-1 1
0O 3 -3 =-7*0
2 -1 2

Pertanto A ammette inversa.
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Primo metodo:
| complementi agebric rdaivi agli ementi di A sono:

A, =5 A, = -2; A= -6 A= -2
AQ:-]_’ A33:-3
Quindi s ha
®&5 -2 -60 ®5 -2 -
Ar =82 -2 1. b (A =&2 -2 -
é-l -1 -39 -6 1 -
Dunque:
&> 2 16
S SRCIRE IR S
A1:-79-2 -2 'L:Q7 ? 7+
§-6 1 -3 és 1 3
7 7 79
Secondo metodo:
Congderiamo lamatrice:

¢l 1 0| 1 0
_é 0 _
B=20 3 -1| 0 1 05=/[Aly

g2 -1 2|0 0 1§
Trasformiamo B come segue:

1 1 0] 1 O OQu &L 0 2
_é a &
B=g0 3 -1/ 0 1 Of%%%%®H 3 -1

g2 -1 210 0 1§ 2 -1 2

él O 2|1 O 1@ gl
BHYHOP 3 110 1 QLY HE 0
g 0 5|0 1 3 g0
, \ €
9 0 2|1 o0 1 &1
%¥%%¥.®€ 3 -1| 0 1 00% %% %® &0
4%?@'%& (:30 0 1 9 __1 :_?’u 4Fé®é+éj e
& 7 7 7H 20
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e
€1 21 1 0O
e 2 2
%%Y®e0 1 0| = =
IR’2®§R2 é g ]7-
© o0 1| = -=
e 7 7
Verifica:

a)AA"= I, (ingenerdeAA = 1))

@5 2
el 1 ®L 7 7
1_G =62 2
AAt=E0 3 LGS Z
§2 1 26% 6 1
77
b) A*A= I, (ingenerde A*A= 1)
@5 2 16
g 7 7 Tiel 1
aa=¢ 2 2 LG4 5
7 7 7+
co i P
7 7 79

. , -
u % o0 ol-2 =
14 S 7 7
Linyymeo 1 of 2 2
—u7 4 X4 — —
é@ 1é>é'23 é g Z
=u % 0 1| = -=
70 g 7 7
b e 5,2 2,2 1
77 777 7 7 7
1L_¢ 6.6 6,1 3
7~ ¢ 7 7 7 7 7
SogW 2,2 422 2
70 T 7T 7 7T 77 7
25,2 5,61 272
0 ¢77 777 17;
:]_T:(;-g+E g+§-1 _g+g+:
- ¢ 7 7 7 7 7 1 71+
20 ééﬁ 6.3.3 1,6+
7 7 77 7 7 79

ey
NCNC

I
c
|

~
[@ex

Le verifiche degli esempi precedentemente riportati Sono lasciate per esercizio dlo studente.

a2
VAT 5
15
2R o
A 1
VA= g
1 o
VAsg, 4
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11) A=
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é e 1 1 3 3 U

é ¢~ T —

A4 -2 0 0 g gg) ? ? ?m

%9 1 -3 0. & .2 = 2 S
12)A=¢ o éat = C 20 10 40 20+
go 0 4 27 e ¢ 3 3 1 1=«

iy e ¢ 20 10 40 207U

R ¢ ¢33 9 1%

& €0 5 20 1000

IF) Verificare se i vettori riportati negli esercizi 1)-6) sono linearmente indipendenti o linearmente
dipendenti e, nell’ipotes in cui s verifichi quest'ultimo caso, esprimere uno di come
combinazione lineare degli altri due, dopo aver osservato gli esempi a)-c):

av(1,0 -2 V(0 -32 (3 -6 -2

S congideri lameatrice associata a tre vettori assegnati:

&l O 30
A=¢0 -3 -6
§2 -221

Come é fadile veificare risulta det A = O; quindi, in virtu di un teorema precedentemente riportato, i tre

vettori sono linearmente dipendenti. E' ora possibile esprimere uno di ess, ad esempio V5, come

combinazione lineare degli dtri due nel modo seguente;
V;(3 -6, -2 =av, (L0 -2+bv,(0,-3,2 P

P (3-6-2)=a(L0 -2+b(0 -32 b

Dunque una combinazione lineare e data da:

V; = av+bv, P v, =3u+20,
Osservazione: chiaramente era possbile esprimere, ad esempio, il vettore v, in funzione dei rimanent
ottenendo, cosi, una combinazione lineare diversa dala precedente (la verifica € lasciata, per esercizio, dlo

studente).
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b) (3 -25 V(L -0 V(04 -2

Procedendo come nell’ esempio precedente s ha

&3 1 05
A=S%2 -1 Z
éS -2;21

Poichérisultadet A=221 0, i tre vettori Sono linearmente indipendenti.
OV(LLKk) %(-11 -1 v(2k, 1

Bisogna, in tal caso, studiare lalineare dipendenza o indipendenza d variare dd parametro k; S ha

a -1 26

Kk

ék -1 1p
Risultaquindi:

detA=-k?-k = -k(k+) =0 0 k=0Uk= -1

Dunque:

Primo caso:

kT OUk?! -1 b ivettori sonolinermenteindipendenti

Secondo caso:
k=0Uk = -1 b ivetori sono linearmente dipendenti
In questo caso, quindi, possiamo esprimere, ad esempio, il vettore v, in funzione degli dtri due:

k=0 P v =av,+bv; b (LL,0 =a(-11 -1+b(201 P

i1 -a+2b ja =1
P i P
lea szl

Dunqgue una combinazione lineare € data da:

U, = VU, +V,
k=-1 b Vv, =aw+byv; b (11 -1 =a(L1 -1+b(2 -1,1)
i1
p 1-l=a+2p i3
%1:a-b :b:-g
f 3

m
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Dunqgue una combinazione lineare € data da:

o1 2

vi = 3273V
1) V(-1 2); % (30 [L.1]
2) % (-1, 1); v, (0, 3); v5(2, 1) [LD; v, = 29+,
3 v (1, -1); v, (0,1); V(-1 [LD; 9 = - v
l(1 5 -4);9,(2,01;v,(4 10, - 7) [LD; vy = 29+,
VW3 -7,0;%(1 -1,2); V(-2 2 -4 [LD; vy = - 29,]
6) v (-1 2 3); vzg, -i31 kg; Vs (k, 4, 6) [LD.perk = - 2,9, = 29

G) Calcolare la caratteristica delle matrici riportate negli esercizi 1)-13) dopo aver analizzato gli
esempi a)-i):

a) A= 1 2 3 lo
&1 2 -1 25

Iniziamo con I'ossarvarechem =2 ed n =4 per cui 0£ r(A) £ mini 2,4y =2, ciod r(A) £ 2.

Vediamo dlora se r(A) = 2, cioé se esiste un minore di ordine due, edraibile da A, diverso da zero.

Risulta
1 2
A = =410
-1 2
Dunque r(A) =
1 -1 2 5
b)A= & %
&2 1 -1p

S ha
Of r(A) £Emini 2,4y=2 b r(A)£2
Vediamo dlorase r(A) = 2, cioé se esiste un minore di ordine due di A non nullo. Segue che:

1 -1
2

oo -
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Dunque r(A) = 2.

gé. 3
)A= 2
T

&l &

1
-5
S ha

Of r(A) £mini 3,3y=3 b r(A)£3

Vediamo se r(A) = 3; I’'unico minore di ordine tre etraibile da A e proprio det A . Risulta, quindi:

1 3
detA=12 1 =0
0 -5

Pertanto r(A) * 3. Vediamo quindi se r(A) = 2. Si noti che:
1
A =‘ j - 51 0

Dungue r(A) = 2.

® 0 O
dA=%0 0 O
5éo 0 Og

Per definiziones ha r(A) =0.

Osservazione: la carateristica di una matrice nulla, indipendentemente dal suo ordine, € sempre zero.

el 10
gA=S 2 2o
§-1 3

S ha
O£ r(A) £mini 3,2y=2 P r(A)£2

Vediamo se r(A) = 2. Risulta;

1 -
A = =410
:
Dunque r(A) = 2.
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el -2p
(;‘ -
-1 2.
fyB=¢ :
¢c2 1
Q -
e3 -1p

Osservazione: s pud dimostrare che due matrici trasposte I’'una dell’ dtra hanno la stessa caratterigtica,
ciog r(AT) = 1(A).

S noti che che lamatrice B € latrasposta di A ddl’esempio b). Ddla precedente osservazione segue,
pertanto, che r(B) = r(A) =2.

Lo studente provi, per esercizio, con il metodo fino ad ora utilizzato, che risulta proprio r(B) = 2.

[llugtriamo ora acuni esempi in cui la caratterigtica di una matrice € calcolata Sia con il metodo precedente

daconil Teorema di Kronecker.
a 2 -1 Ot_')

gA=¢2 -1 1 0

él-l 2 25

Esssndom=3edn=4s har(A) £3.

Primo metodo

Come fatto nel precedenti esempi vediamo se r(A) = 3, cioé se esste un minore di ordine tre edtraibile da

A non nullo. Osserviamo che, poiche tali minori sono queattro, occorre calcolare ben quattro determinanti

del terzo ordine. Poiché:

2 -1 Q
A=1-1 1 0=2110
-1 2 2

risulta r(A) = 3. (Le cose 9 sarebbero complicate quaora tutti e quattro i determinanti ddl terzo ordine

fossero risultati nullit)
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Secondo metodo

Utilizziamoil Teorema di Kronecker o degli orlati. S parte sempre dala condizione che r(A) £3.

Inta caso pero s consideraun minore di ordine due (perche pitl facile da cacolare) non nullo. Sia esso:
1 2
A = =-51t0

Andiamo adesso aconsgderaregli orlati di A’ in A. Ess sono due

1 2 - 1 2
A =12 -1 1 e A" =12 -1
1 -1 2 1 -1 2

- 1 2 .
Poiché A" = 2‘ ]J =2(-5 = -10 0,ér(A) =3

Osservazione: seentrambi i minori orlati fossero risuitati nulli dlora r(A) = 2.

3 -1 2 1
g -
1 0 0 1.
hA=¢ :
¢c-1 1 2 1-
$3 0 4 3
Risulta r(A) £ 4.
Primo metodo

Vediamo s r(A) = 4, cioe se esiste un minore di ordine quattro di A non nullo; I'unico minore di ordine

queattro & proprio det A. Cacoliamo dloratae determinante:

3 -1 2
0 O .
det A= 1 1 2 = (sottraendo dla prima colonna la quarta colonna)
3 0 4
2 -1 2 1
0 0 1 . . : ,
= 5 1 9 1 = (sviluppando secondo gli eementi della secondariga)
0O 0 4
2 -1 2
=1-2 1 22 =0
0 O
Quindi r(A) * 4. Vediamo se r(A) =3, cioé seesiste un minore di ordinetrein A diverso dazero. Si ha
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-1 1 2
Dunque r(A) = 3.
Secondo metodo
S ha

Esaminiamo adesso gli orlati di A'. Traess c'éil minore:

3 -1 2
-1 2
A"ZlOO:-l‘ 2‘:410
-1 1 2

S puo passare ad esaminare pertanto gli orlati di A™; I'unico orlato e proprio det A. Poiché, come gia
vionel primo metodo, det A =0, risulta r(A) = 3.
@l 3 2 50
NA=S 6 -2 4 3.
-2 6 4 107

In primo luogo osserviamo che r(A) £ 3.

Primo metodo

Vediamo se puo essere r(A) = 3, cioé se esdste un minore dd terzo ordinein A non nullo. S ha

3 2 5
A=|2 4 3 =0
6 4 1
-1 2 5
A'=|6 4 3/ =0
-2 4 10
1 3 5
A" =|6 -2 3/ =0
-2 6 1
-1 3 2
AV =|6 -2 4 =0
-2 6 4
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Poichétutti i minori del terzo ordine di A sono nulli, andiamo ad andizzare quelli del secondo ordine (se ce

n'éuno non nullo dlora r( A) = 2). Risulta;

Dunque r(A) = 2.

Secondo metodo

Partiamo da un minore da secondo ordine non nullo. Sia eso:

-1 3
6 -2

A = = -161 0

Congderiamo adesso tutti gli orlati di A" in A. Ess sono due e precisamente:

-1 3 2 -1 3 5
A" =16 -2 e A" =16 -2 3
-2 6 -2 6 10

Poiché A" =0e A"' =0, risulta, come gia ottenuto con il metodo precedente, r(A) = 2.

a3 1 2c_)

DA=E0 1 2 [r(A) =3]
§-3 1 -25
a 2 3 -60

NA=$5 3 0 -8. [1(A) =2]
é? 7 6 -20g
A 2 3 -4 1§

JYA=¢2 -1 1 7 -8- [r(A) =2]
§4 0 4 8 -12%
@ 1 3-10 16

HA=$5 11 -6 -32 50. [r(A) =2]
él 10 -9 -22 49
el 2 -1-2 0 1 4

5A=¢3 0 2 -1 0 2 1 [r(A) = 2]
§-6 6 -9 -3 0 -3 93
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¢ 3 2
6)A=¢ :
¢-1 6 2 3
€3 -8 -1 4g
& 2 3 46
nA=S0 1 3s
éz 11
aé 1 1 1
A=31 -2 2 -1
éz -1 3 0g
&2 1 3 -1('_5
PA=¢-1 4 2 &
§3 7 2%
aél 1 -20
10)A=%5 11 -228
él -3 6%
ael 2 3 5
1MA=%0 -4 0 -2.
él -2 3 3
el -1 29
129)A=¢2 -2 4
-3 3 -6g
el 0 2 -1
3.1 2 O
13)A=¢ .
¢-1 1 2 -2¢
€5 .2 2 15
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H) Determinare la caratteristica delle seguenti matrici 1)-6), al variare del parametro reale k, dopo

aver osservato il seguente esempio a):

ada( 1 3
a)A— ]_
gz 26

Cominciamo conil trovarei vaori di k per i qudi s annullaiil determinante della matrice A, cioé risolviamo

I’ equazione:

k 1

1 0 -1 =0
2 k

Sviluppando il determinante S ottiene:
k*+3k-4 =0
Questaequazione anmette leradici k =1 ek =- 4.

Dobbiamo pertanto distinguere i seguenti tre cag:

Primo caso

Perk! 1ek? -4, risultando diverso da zero il determinante ddlamatrice A, 9 ha r( ) 3.

Secondo caso
Perk=1,49 ha
1 1 1
detA=1 O -1 =0 e A':‘l j=-110
2 1 2
per cui, intal caso, r(A) = 2.
Terzo caso
Perk=-4,49 ha
-4 1
-4 1
detA=|1 0 -1 =0 e A':‘l 0‘:-110
2 -4 2

per cui anchein questo caso risulta r( A) = 2.
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ot P+ To

o

%
4: [r(A) =3perk® 1ek? 2; r(A) =2perk=1eperk=2]
ka
1
]: [r(A) =3perk?® 1; r(A) =1perk=1]
ke
[r(A) =2 K
- 10
O: [r(A) =2perk?® 1; r(A) =1perk=1]
1- kg
=
3: [r(A) =3perk® leperk? - U3; r(A) =2perk =1eperk=-1/3]
-3
19
%: [r(A) =3perk? - 1/2; r(A) =2perk=-1/2]
26
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