CAPITOLO
LO SPAZIO DEI VETTORI EUCLIDEI

1. VETTORI DELLO SPAZIO TRIDIMENSIONALE
S congderi lo spazio eudlideo tridimensonde ed in esso i segmenti orientati che denoteremo con AB,
aventi come primo estremo A e come secondo estremo B. Un segmento non orientato di estremi A e B

verraindicato, in questo contesto, con[ AB].

Definizione 1.1.
Sa U una fissta unita di misura S chiama modulo dd segmento orientato AB rispetto ad U, e lo s

denotacon | AB|, la misura (assoluta) del segmento in esame.

Definizione 1.2.

Due qualsias segmenti orientati AB e CD g dicono equipollenti se hanno:
lastessa direzione (cioe sono Stuati sulla stessa retta o su due rette pardlele)
lo stesso verso

lo stesso modulo

Definizione 1.3.
S chiamavettore I'indeme di tutti i segmenti equipollenti ad un fissato segmento orienteto.
Un vettore s indica solitamente con il sSmbolo AB oppure con una |ettera |atina sormontata da una freccia,

come ad esempio U. Risulta, pertanto, ABT AB ed il segmento orientato AB & un rappresentante di

AB. Se U & un vettore dlora il suo modulo, rispetto al’unita di misura considerata, S denota con |d

oppure semplicemente con la sola letterau che dail nome d vettore,

S indicacon V. I'indemedi tutti i vettori cos definiti.

Osservazione: intuitivamente un vettore pud essere pensato come un segmento orienteto libero di muovers
con il suo primo estremo, in modo da occupare ogni punto dello spazio conservando fiss la direzione, |l
verso ed il modulo; un segmento orientato € detto, quindi, anche vettore applicato in quanto “bloccato”

nel suo primo estremo.



Definizione 1.4.
Un vettore di modulo unitario 9 dice versore; il versore che hala stessadirezioneelo sessoversodi U S

indicacon vers U.

Definizione 1.5.
S chiamavettore nullo, elo s denota.con 0, un oggetto agtratto che § aggiunge formamente dl’inseme
V. de vettori definiti in 1.3. S pone:

1) V=V E {6}
S definisce un’ addizione (+) traun qualsias vettore (anche nullo) e 0 nd modo seguente:
2) "GV G+0=0+0=0
(Esso S pud pensare intuitivamente come la classe di un segmento ad estremi coincidenti, cioé un vettore

avente modulo nullo, direzione e verso indeterminati).

Definizione 1.6.

Dato un vettore G 0, chiamiamo vettore oppostodi T un vettore - U avente stessa direzione e stesso

modulodi O ma verso opposto.

i)
1
c

Osservazione: 9 definiscel’addizionetra 0 e - U come segue:
3 "olv a+(-0) = (-0)+o0 =0
(Il vettore nullo S considera, quindi, opposto di se stesso).

N.B. Ledefinizioni 1), 2), 3) rappresentano, nel complesso, la definizione operativa del vettore 0.

Definizione 1.7.
Duevettori 0 e v non nulli s dicono paralldli, es scrive G//V, se hanno lastessa direzione.

Osservazione: il vettore O s considera, per definizione, paralelo ad ogni vettore.



Definizione 1.8.

Tre o piu vettori S dicono complanari setre loro rappresentanti sono paralei ad uno stesso piano.
Osservazione: due vettori sono sempre complanai; il vettore 0 si considera complanare ad ogni coppia di
vettori.

Nel paragrafo seguente lanozione di addizione s estenderaad ogni coppiadi eementi di V.

2. LA STRUTTURA ALGEBRICA DELLO SPAZIO VETTORIALE V
Scopo di questo paragrafo e di definire dcune operazioni sull’insgeme di tutti i vettori in modo da fornire a
V quellachein letteraturas chiama struttura di spazio vettoriae.
Definiamo, atal proposito, le sequenti operazioni tradue vettori 0, V1 V:
addizione (+)
Diginguiamo i seguenti tre casi:
a) uno dmeno del due vettori € nullo; definiamo, dlora, lasomma, comein 2), ponendo:
"olVv 0+0 =0+0 =0
b)sed! 0 e V=- U definiamo lasomma, comein 3), ponendo:
"alVv o+(-a) = (-o)+o =0

c)se il 0, V! 0 ediduevettori non sono opposti definiamo un terzo vettore W che chiamiamo somma
o risultante dei due vettori dati mediante la seguente costruzione: 9 fissa in modo arbitrario un punto O
nello spazio e 9 considerano | segmenti orientati OP e PQ tdi che:

OP1 u oppure OP=0, PQT v oppure PQ=v
S ottiene cos un nuovo vettore W=0Q determinato ddl segmento  orientato non nullo OQ

(essendo Q1 0).

Osservazione: a prima vista potrebbe sembrare che, cambiando il punto di partenza, ad esempio O in O',

S ottiene un diverso segmento orientato, cioe cheiil vettore W, somma di due vettori, dipende dala scelta
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di O; 9 dimodtra, invece, che il vettore W cogtruito non dipende ddla scdta ded punto inizide O. La
dimostrazione &€ semplice: ripetendo la costruzione partendo da O' (ed ottenendo P' e Q') S ottengono

due triangoli eguali per cui risulta |OQ|=|0'Q'|; laconservazione dei versi & owvia

L’ operazione di addizione sopra definita gode delle seguenti proprieta:
1. proprieta commutativa
"G, VIV U+V = V+i
2. proprieta associativa
"0V, WIV U+ = (U+V)+W
Per la prova notiamo che le relazioni sopra scritte sono ovvie se dmeno uno dei due vettori € nullo.

Supponiamo aloragli dementi non nulli. Per lacommutativa s ha

¥Q

o d

Dunque lacosddettaregola del parallelogramma provala proprieta commutativa

Per I' associativa risulta

Q
W
s R
v+ W
v
@) 1] P
G+(V+W) = OP+PQ = 0Q (G+V)+W=0R+RQ=0Q

Generdizzando quanto detto precedentemente e possibile definire lasomma di piu vettori.
Dati tre o piu vettori U, V, W, ... laloro somma s ottiene sommando i primi due, quindi sommando a

vettore U+ V il terzo vettore W e cosl via



Graficamente il vettore somma di piu vettori S ottiene riportando, a partire da un punto O, segmenti
orientati, rappresentanti i vettori dellasomma, gpplicando il primo in O, il secondo nell’ estremo A dd primo

vettore, il terzo ndl’ estremo B del secondo vettore e cosi via, Ciog:

S vienein ta modo a cogtruire unapoligonale il cui lato di chiusura, orientato da O dl’ ultimo estremo della

diagonae, rappresentaiil vettore somma.

differenza (- )
Ladifferenzadel vettori 0 e v éugudedlasommad U eddl’oppostodi v, cioérisulta:

TV G-V =0d+(-V)

<

n U,

Definiamo ora la maltiplicazione di un numero per un vettore, detta moltiplicazione scalare, ciogé il
prodotto, cheindichiamocon | G, di O per uno scaare (numero rede) | |, disinguendo i seguenti tre cas:
a) sel =Ooppure 0 = Ooppurel =0en = O,sponel G = 0

b)sel >0ed U ! 0, dloralamoaltiplicazione scalare | T @ un vettore avente la stessa direzione e 1o
stesso verso di U mamodulo dato dal prodotto | u essendo u il modulodi T

0sel <Oed G ! O,dloral U &un vettore avente la stessa direzione di T, verso opposto ad 0 e
modulo dato dal prodotto del valoreassoluto di | per il modulodi T, ciogda|l | u

Osservazione: il vaore || | u dipende solo dalla scelta dell’unita di misuradi 0 essendo | un numero

puro.
Proprietaimportanti della moltiplicazione scaare, che non dimostriamo, sono le seguenti:
L. "aulv (xDu = =u

22" atv," I,mlA (I +mu =1 t+ma
3G viv,"ITA 1(a+v) =1d+lv
4. ufv," I,miA I (md) = (I ma



3. RAPPRESENTAZIONE CARTES ANA DEI VETTORI

La geometria anditica del piano € un argomento ben noto dale Scuole Secondarie. S parla spesso di
questo ponte tra la geometria sintetica e I'algebra e di qud naturde aricchimento che una disciplina
fornisce dl’ dtra. Ricordiamo che per introdurre un riferimento cartesiano nello spazio occorre fissare:

1) un punto O detto origine

2) tre rette orientate uscenti da O e, a due a due, non complanari (non appartenenti alo stesso piano) ches
indicano con lelettere X, Y, Z e s chiamano assi coordinati 0 ass cartesiani di riferimento. Osserviamo
chein generde due ass cartesiani formano traloro un certo angolo; sei tre angoli XY, YZ ed XZ sono retti,
cioe letre rette sono a due a due perpendicolari, il riferimento cartesano s dice ortogonale

3) tre unitadi misuraU,,, U,, U,, unaper ciascun asse.

Sele tre unita di misura sono tutte diverse dlora s parlera di riferimento trimetrico; se invece due di esse
sono ugudi S dira dimetrico; s infing le tre unita di misura sono tutte ugudi il riferimento € detto
monometrico.

Fissamo ora un riferimento nello spazio e consderiamo un quasias punto P dello spazio. Tracciamo da P
lapardldadl asse Z ottenendo, cod, il punto P' sul piano XY; larettaper P' pardldaadl’ asse Y interseca
I"asse X nel punto P**. Fissate, dunque, letre unitadi misura U, , U, U,, possamo associare d punto P
le misure dgebriche dei segmenti orientati OP (rispetto ad U, ), P"'P" (rispettoad U, ), P'P

(rispetto ad U, ), comeillustrato nella seguente figura:

P(x,Y.2)

P" Pl

X

ottenendo rispettivamente:

Xx=misalgOP, y=misalg P"P', z=misalg P'P
| tre numeri X, y, z cosl trovati § chiamano coordinate cartesiane di P e precisamente X, Y, z sono dette
riSpettivamente ascissa, ordinata e quota del punto P. L’'indeme del segmenti orientati OP''P'P 4 dice
spezzata delle coordinate Viceversadati tre numeri redi X, y, z € sempre possibile determinare uno ed un

solo punto che abbia per ascissa X, per ordinata y e per quota z. Dunque trai punti P dello spazio e le



terne ordinate di numeri redi X, y, z esste una corrispondenza biunivoca detta coordinazione dello spazio.
Per indicare che x, y, z sono le coordinate del punto P adotteremo talvoltala scrittura P (x, Y, z) doveva
ricordato che (x, Y, z) e una terna ordinata, cioé il primo numero, ossa X, indica sempre |’ ascissa, il
secondo, ossiay, I’ ordinata ed il terzo, ossaz, laquota del punto in questione.

Congderiamo un dgema catesano quasad. Ciascuna unita di misura individua un vettore avente
lunghezza unitaria e direzione e verso pari ad uno del treass X, Y, Z. Tdi vettori sono chiamati versori
fondamentali e S denotano con T, J, k rispettivamente. L’inseme formato da questi vettori § chiama
base di V.

Dunque ogni vettore O dello spazio S pud esprimere nel modo seguente:

+uyJ +u, Kk

U = u,

Tale relazione € detta rappresentazione cartesiana del vettore 0 edi tre numeri u,, U,, U, Sono le

y )
coordinateo componenti del vettore 0O, rigpetto ala base fissata. Per indicare che 0 ha coordinate u, ,
u,, u, scriveremo d (uX, Uy, uz).

Osservazione: largppresentazione di un vettore O rispetto ad una base fissata {T, i, E} e unica Infati se

dacui, essendo i, J, k indipendenti, ovvero individuando una spezzata di coordinate che non s riduce ad

un punto, risulta:

Indltre s ha

0 = u = JuZ+u’+u’

-0 = (-u,)i +(-uy)I+(- u)k P - U(-ux, u, - uz)
i =(1,00); 7=(010; k=(001



Siano dati oraduepunti P e P' dd piano ed un fissato vettore Gt 0. Si chiama tradazione del vettore

0 una corrispondenza biiettivadello spazio in s2 nelaquae aP corrisponde P' see solo se
PPl 0 owero PP'=0

Costruiamo adesso le equazioni di una traslazione supponendo di avere un punto P(x, Y, z) .

S verificasubito che:
OP =xi +Vj +zk
Segue dlorache:
PP'=0P"- OP = (x™ X)T +(y"- y) T +(z- 2)K

Sed usalarappresentazionedi 0 esel

U =ui+uj+uk
daPP'=0 d ha
L= Xy,
a) iy =y+tuy
| ., _
1z = z+u,

Lea) s dicono equazioni della tradazione.

4. PRODOTTO SCALARE

S congderi un sgema di riferimento cartesano ortogonae monometrico, cioe 9 supponga assegnata
un’'unica unita di misura e la base {T, i, IZ} ortonormale (cioe i vettori sono unitari e, a due a due,

ortogondi).
Sano 0 e v duevettori non nulli di modulo rispettivamente u e v.

Definizione 4.1.
S chiama prodotto scalare o interno dei duevettori 0 e vV nonnulli, elo s denctacon 0>V (9 legge O
scalare v), il numero rede

uv cosJ



essendo J  I’angolo convesso formato dalle semirette uscenti da O e contenenti P e Q dove OP =0 ed

0Q=v.

Osservazione: fissti due vettori 0 e v, il prodotto scaare dipende dall’ angolo J , cioerisulta
J=0P cosJ =1 P UGWV=uw

0<J <% b 0<cos)] <1b 0< 0 <uv

(&
I
N T

P cosl] =0 P Uxw =0

%<J <p P -1<cos] <OP -w<0OwW<0

J=p b cosl =-1PbP U:V=-uw
In particolare notiamo che
wv U wv=0
cioe due vettori non nulli sono perpendicolari o ortogonali seil loro prodotto scaare € nullo.
Se invece uno ameno del due vettori e nullo, il prodotto scalare vae O (zero), cioe:
0o =000=00=0
Le seguenti tre proprieta, che non dimostriamo, sono caratteristiche del prodotto scalare:
1. " u,viv v =v:a
commutativita

22" 1 TA "G viVv (1o)w =1 (uw) =0 v passeggio dello scalare

S dimogtra, ddle tre proprieta fondamentali, il seguente
Teorema (di rappresentazione): sedue vettori O e v, rigpetto ad una base ortonormae {T, i, IZ} , SON0

rappresentati rispettivamente da



dlorarisulta
UV = Uy, +uv, +u,y,
detta espressione cartesiana del prodotto scalare, ovvero il prodotto scaare di due vettori eguaglia la
sommade prodotti delle componenti omonime del vettori stess.
Dimostrazione;

Risulta

VA = V8 i X v K =y,
Andogamente s ha

Vx| = Vy; VK =y,

Seguedlora:

Uxy = (uXT +u,j + uZIZ) W= UV + UV X+ UTK = Uy, Uy, ULV,
Osservazione: da teorema precedente segue che:

SRRV VT Ve TG

detta espressione cartesiana del modulo.

Cosi facendo abbiamo dato una definizione geometrica e molto intuitiva di prodotto scalare. Potremmo,
in dternativa, definire il prodotto scalare anche in modo formae (come s fa atudmente in divers testi) nel

modo seguente.

Definizione 4.2.
Chiamiamo prodotto scalare un’ gpplicazione
}:v've A
che ad ogni coppia (U, \7) di vettori di V asociail numero rede 0>V soddisfacente le propriegta 1., 2. e

3.
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5.PRODOTTO VETTORIALE

S condderi unaquasias coppiadi vettori O e V.

Definizione 5.1
Chiamiamo prodotto vettorialedi 0 per v, elos denotacon o U v, il vettore W definito come segue:
a) s uno dmeno dei due vettori € nullo oppure sei due vettori sono paraleli, s pone:
ouv:= 0

b) se i due vettori sono nulli e non pardldli, dlora il nuovo vettore W ha, per definizione, le seguenti
caratterigtiche:

ladirezione del vettore W € ortogonde a qudladi un piano a contenente due quasias rappresentanti,
uscenti da.un medesmo punto, di 0 e v (5 ricordi che 0 e v sono non nulli e non pardldi)

per ladeterminazione ddl verso di W ¢i sono innumerevoli regole pretiche; una di queste € la regola
dell’omino: il verso dd prodotto vettoride, lungo la direzione perpendicolare a quella che vada piedi dla
testa di un osservatore che, posto con i piedi nel punto di gpplicazione dei due vettori, vede il primo vettore
del prodotto sul suo braccio destro ed il secondo sul suo braccio sinistro; cosi il vettore U per sovrappors
a v descrive in senso antiorario un angolo orientato J minoredi p , nellafacciade piano in esame

c) il modulowdi w epariauvsnd

Q
<l
O

o

osservatore

i
=

&
<
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Osservazione: posto OP =i, OQ=v, OR=W s noti che w eguaglia |'area ded paralelogramma

OPRQ codtruito sui vettori 0 e V.

1. " 0,viVv GUV = -vUG anticommutativita
22" 1 TA"gvliv (1auv=1(a0v) =au( v) passeggio dello scalare
3" U, v, wlV UU( +W) = GUv+aUw  distributivita rispetto all’ addizione vettoriale a

destraeasinistra
Osservazione: in acuni testi il prodotto vettoride e definita come un’ operazione adtratta interna:
(U:v'vev

tale che sano soddisfatte le proprieta 1., 2., 3.

S dimodra, inaltre, il seguente
Teorema (di rappresentazione): sa data una base ortogonde {T, i, E} e dano date le componenti

(ux, u,, u ) doe (vx, vy, vz) di v; dlorarisulta:

-

i

quv =

(o=
N

J
U, U,
V, V

<

cioé ndlaprimarigadd determinante simbolico compaiono i versori, nella seconda riga le componenti
del primo vettore e nellaterzariga quelle del secondo vettore.
Osservazioni (cfr. Appendice cap. 11):
nellagrutturaagebrica (V, U) nonesisteun vettore neutro 0 tae che
"xTVv xUO =R
il prodotto vettoriale non € associativo, cioe in generde risulta

~

(GUV)UW * oU(VUW) dai O, v, WiV



Per completezza diamo anche la seguente

Definizione 5.2.

Dati trevettori T, Vv, W1 V definiamo prodotto misto, e lo indichiamo con 0 Uv >w, quel numero rede
che g ottiene moltiplicando vettoridmente il vettore O per il vettore v ed il vettore risultante scdarmente
per w.

Osservazione: non s puo cacolare prima il prodotto scaare perche (U U\7)x\7v € un numero rede

(prodotto misto) mentre I’ espressione G U (\7 ><W) e priva di senso in quanto il secondo membro non € un

Vettore.

S dimogtraorail seguente

Teorema (di rappresentazione): supposta nota la rappresentazione cartesiana dei vettori U, Vv, Wi V , s

ha
uo o uou
GUVSW = |v, vy,
W, W, W,
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ESERCIZI PROPOSTI

1) Dati i vettori 0 e v aventi modulo u = 12 e v = 10, determinare il modulo dd vettore somma w nel

ca0 incui I'angolo a daess formato assumai seguenti vaori:

a =0 [w = 22]
a = 180° [w = 2]
a = 9° [w = 2J6_1]
a = 120° [w = 2J3_1]

2) Dati i vettori 0 e v aventi modulo u = v = 8 e formanti unangolo a = 120°, determinare i moduli dei
vettori 2 = 0+vew = 0- V. z:8,W=8J§]

3) Ddti i vettori 0 e V aventi modulo u = 8 e v = 4, determinare i moduli dei vettori 2z = 0+V e

W = U- v, nd casnincui I'angolo a daess formato assumai seguenti valori:

a =0 [z =12,w = 4]
a = 90° [zzw=4\/§]
a = 180° [z =4 w =12
a = 60° [Z:4ﬁ,W:4\/§]
4) Dati i vettori O e v aventi modulo u = 14 e v = 20, determinare il modulo del vettori W = 20+ V,
t =-20-V,2=0+3v, 7 = -5(0- V) nd casnin cui 'angolo a da ess formato assuma i
Seguenti vaori:
a=20 [w =48t =482z= 74 = 30
a = 180° [w=81=82= 46T = 170
a = 9 W= 474t = 474,72 = 2:/949, 1 = 10149

5 Sano 0, Vv e W tre vettori aventi ugud modulo e formanti ognuno con il successvo un angolo
a = 120°. Determinareil vettoresomma t = U+ V+ W. [f = O]

6) Dati i vettori 0 e vV conu =12 ev =10, determinare il prodotto scaare supponendo che I’angolo J da

formato assumai seguenti vaori:

J=0 [0 = 120]
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1 =P
4
3=t
3
2
J = =
5P
J=p
5
J =2
= P

7) Dati i vettori 0 e v calcolareil modulo del vettore W = (Ui x0) %/ sapendo cheu=8ev =5,

[w = 320

8) Dati i vettori 0 e v aventi o stesso modulo e formanti unangolo J = 90°, calcolare (G +V) XV - ).

[0
9) Dati i vettori O e v formanti unangolo J = %
sapendo cheu=10ev = 6. [w

10) Dati i vettori 0 e v conu=4ev =20 ed angolo fraess compreso J

versu»>u

versu»v
versu>versv

(- 2a) v

V>V

1080]

P

cacolare:

, calcolare il modulo del vettore W = (Vxv) (- 30)

[4]
10473

é/3u
€24
e<d

[-8043]

[400]

11) Dati i vettori 0 e v tdi che u = 15 e v = 6, determinare il modulo del vettore W = 0 UV,

supponendo che I’angolo J daess formato assumai seguenti vaori:

J =0
=L
2
5
J =2
5P

[w =19
[w = 9
[w = 45

15



J = % [w = 45]
J=p [w =
12) Dati i vettori O e v tdi che u =4 e v = 20, sapendo che I'angolo fra ess compreso e J = %
calcolare:
(GUV){vUQ) [- 1600
CIYEY [0]
ux{aUv) []
(vers iUversv) uUv) [20]
(GUV){a+v) []
13) Cdcolarei moduli dei seguenti vettori (nel piano OXY):
u(-2 5 |u = V29]
V(-3 4) [v = 5
w (0, - 2) [w = 2]
z(-6,0) [z = 6]

14) Dati, nel piano OXY; i vettori U (1, 5) e V (3, 7), calcolare le coordinate dei vettori W = 0+ ed
r=no-v. [w(4,12); 2 (-2, - 2]

15) Dati, nel piano OXY, i vettori T (-2, - 3 e v (0, 9), cdcolare:

- il modulo ddl vettore w = 0 UV [w = 1§
0>v [- 27]
16) Cacolareil prodotto scalare 0>V nel seguenti ces:
u(2,3ev(s57) [31]
u(-2,4)ev(s 0 [-2]
el 5
ugg,ogev(o,@ []
0B Pyl ¢ 350
ugz,oaev(zo) § 20
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17) Ddi i vettori aﬁg, og v(-31) ewg?%, ; 7%,cdcolare:

IR é9u
Lo aat
(-9)4- ) e o

& 4

; e lu
1 SW 8 3H
Vx| [1]

- ¢ 1d
ua>w 8 4H
(F+7)= -2«/5]

18) Nel piano OXY sono dati i vettori T (2, 2 J§) ev (3 V3, 3). Cacolare
- i moduli dei due vettori [u =4 v = 6]

- lecoordinatede vettori w = d+vet =U-V

[w(2+3J§, 3+24/3); T (2- 343, 2/3- 3)]

. il prodotto scalare 0>V [12 «/?3]
- il modulo ddl vettore 2 = uUV [12]

19) Nel piano OXY sono dati i vettori U ( 2,2 «/5) ev (6, 2 \/5) . Cdcolare:

. i moduli dei duevettori T e v [u =4 v = 4J§]

- lecoordingtedei vettori w = a+vet = V-0 [W(4, 4 \/é); t(s, 0)]
- il prodotto scalare T >V [0]
. il modulo dd vettore 2 = v UG [16 Jé]
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