Un’applicazione del calcolo binario:
il gioco del Nim
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Sunto: Si presenta il gioco combinatorico del Nim, rappresentante
principae della classe del giochi imparziali. La teoria che lo
caratterizza, anche nelle varianti proposte, € legata alla numerazione
binariadi cui costituisce un buon mediatore ludico e didattico.

Parole Chiave: Teoria dei giochi, giochi imparziali, numerazione
binaria

1. Introduzione

Una delle problematiche piu ricorrenti nella didattica e incentrata nella
ricerca di motivazioni e nella costruzione di percors ludici su cui
imperniare la fruizione di concetti e lo sviluppo delle capacita
intellettive del discenti. Una attraente e ricrestiva area della
matematica che racchiude idee e nozioni utilizzabili a questo scopo e
costituita dalla teoria del giochi. In questo ambito rientrano i
cosiddetti “giochi combinatorici” che si caratterizzano per avere, tra
gli obiettivi primari, quello della ricerca di una strategia vincente,
senza Situazioni di incertezza e calcoli probabilistici. E' nostra
convinzione che alcuni di questi giochi, e quelli che proponiamo in
particolare, possano essere molto utili come terreno di attrazione del
ragionamento matematico e del pensiero informatico.

Questo articolo e una sintesi del lavori che appaiono in bibliografia,
acuni del quali reperibili su Internet. Le dimostrazioni dei teoremi
sono note, tuttavia le prove da noi presentate sono originai e s
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differenziano dalle classiche.

Ricordiamo che un gioco & combinatorico se valgono le seguenti:

a) c¢i sono due giocatori;

b) c’e un insieme, generamente finito, delle possibili posizioni che
caratterizzano completamente il gioco;

c) le regole del gioco specificano per entrambi i giocatori e per ogni
posizione quali mosse sono ammesse. Se le regole non fanno
distinzioni frai due giocatori, ovvero entrambi hanno le stesse mosse
apartire dauna qualsiasi posizione, il gioco si diceimparzale; in caso
contrario il gioco s dice di parte (partizan);

d) i giocatori muovono alternativamente;

e) il gioco termina quando S raggiunge una posizione che non
permette alcuna mossa a giocatore di turno. Sotto le regole di gioco
normale (o classico) vince il giocatore che effettua I’ ultima mossg;
sotto le regole di gioco inverso (ovvero a dispetto) il giocatore che
effettua |’ ultima mossa perde la partita.

In molti giochi & possibile avere situazioni finali senza vincitori,
ovvero partite “patte”. Per evitare ci0, aggiungiamo la condizione:

f) il gioco termina dopo un numero finito di mosse, indipendente-
mente da come e stato giocato e dall’ ordine di tali mosse;

g) entrambi i giocatori conoscono come s sta svolgendo il gioco,
ovvero I'informazione e “completa’;

h) non ci sono mosse casuali.

Osservazione. Nei giochi combinatorici, dunque, non sono ammesse
mosse simultanee, nascoste o casuali (comeil lancio di dadi).

2.1 giochi impar ziali

Denotiamo con Q I'insieme delle posizioni p (o delle configurazioni)
che un gioco imparziae puo assumere.

Ogni posizione in Q puo essere classificatain questo modo: é di tipo P
(oppure P-posizione) se la posizione € a vantaggio del giocatore
precedente ovvero del giocatore che halasciato quella posizione a suo
avversario; e di tipo N (oppure N-posizione) se, invece, € a vantaggio



del prossmo giocatore che deve effettuare la mossa’ Nel seguito
chiameremo le P-posizioni anche “vincenti” e le N-posizioni anche
“perdenti”.

Tale classificazione puo avvenire, in pratica, attraverso una procedura
che parte dalle posizioni terminali. Se la partita € giocata con regole
normali cio avviene nel seguente modo:

Passo 1. ogni posizione terminale € una P-posizione;

Passo 2: trovare ogni posizione che puo raggiungere in una mossa una
P-posizione (gia determinata); queste saranno N-posizioni;

Passo 3: trovare le posizioni in cui ogni mossa conduce ad una
posizione di tipo N; queste saranno P-posizioni;

Passo 4: se non s trovano P-posizioni al passo 3 alora ci si ferma,
atrimenti s ritornaa passo 2.

Pertanto le posizioni di tipo P, N in un gioco imparziale classico sono
definite ricorsivamente dai seguenti enunciati:

(1) Tutte le posizioni terminali sono P-posizioni;

(2) daogni N-posizione almeno una mossa porta ad una P-posizione;
(3) daogni P-posizione ogni mossa conduce ad una N-posizione.

La classificazione in posizioni di tipo P o N puo avvenire anche a
livello insiemistico. Se p [0 Q € una qualungue posizione, indichiamo
con F(p) I'insieme delle posizioni raggiungibili, a partire da p, in una
singola mossa, dunque F(p) [0 Q. Allora possiamo suddividere Q nei
seguenti insiemi complementari:

- I'insieme delle P-posizioni P={p|F(p) O N}; 4)
- I'insieme delle N-posizioni N={p|F(p)n Pz .

Osservazione. Se la partita € giocata secondo regole a dispetto, gli
enunciati ricorsivi (1), (2) e (3) sono modificati nel seguente modo:
(1) Tutte le posizioni terminali sono N-posizioni;

(2') daogni P-posizione ogni mossa conduce ad una N-posizione;

(3') daogni N-posizione almeno una mossa porta ad una P-posizione.

! e notazioni P, N derivano, rispettivamente, dai termini Previous e Next



Osservazione. E' facile provare che la strategia di muovere ad una
posizione di tipo P é vincente (nel senso che conduce ala vittoria
indipendentemente dalle mosse dell’ altro giocatore). Da una posizione
di tipo P il nostro avversario pud muovere soltanto verso una
posizione di tipo N e cosi, a prossimo turno, possiamo muovere
ancora verso una P-posizione. Iterando questo ragionamento il gioco
giunge, in un numero finito di mosse, ad una posizione terminale che:

- nel gioco classico e una P-posizione, che e raggiungibile solo da noi,
per cui noi vinciamo;

- nel gioco a dispetto € una N-posizione, e dunque raggiunta dal nostro
avversario, che cosi € perdente.

Ricordiamo, infine, che lateoria completa del giochi imparziali e stata
sviluppata nel 1930 da R.P. Sprague e P.M. Grundy. Il Nim, in questo
ambito, gioca un ruolo primario: con un’opportuna classificazione
(usando la cosiddetta funzione di Grundy) ogni posizione in un
qualunque gioco imparziale é equivalente ad una posizione del Nim.

2. 11 gioco del Nim classico

Il gioco del Nim? & uno dei giochi matematici pitl vecchi e pill
intriganti oggi conosciuti. Il nome e la teoria completa del gioco
furono inventate nel 1902 da C. L. Bouton [1] che lo identifico,
inizialmente, con il millenario gioco cinese del “Fan-Tan”.?

Sono dati n insiemi (0 mucchietti di fiammiferi) Ay, Az, ..., Ay di
cardinaitalA|=a,cong =0, peri=1,2, ..., n.

In ogni mossa il giocatore di turno deve scegliere uno dei mucchietti
(che non sia gia vuoto) e rimuovere da esso un certo numero di
fiammiferi, da un minimo di uno fino all’intero mucchietto. Nella
versione classicavince il giocatore che rimuove |’ ultimo fiammifero.
Una posizione del gioco € datadallan-uplap = (ay, &, ..., a,) formata
dalle quantita dei vari mucchietti. Si noti che, dopo ogni mossa, la

211 nome del gioco derivadal verbo tedesco “nehmen” (la cui forma singolare
imperativa e “nimm”), ovvero “prendere”
® Pare che |0 stesso auttore, in seguito, riconobbe I’ errata i dentificazione



posizione si modificain base alla scelta fatta dal giocatore.

Appare evidente, facendo un’analisi preliminare sul gioco, che esiste
una sola posizione terminale, ovvero (0, O, ..., 0), che nel gioco
classico € una P-posizione. Seil gioco del Nim ha un solo mucchietto,
dunqgue, la soluzione € banale: basta semplicemente rimuovere I’ intero
mucchietto. Cosi, ogni posizione con esattamente un mucchietto non
vuoto (O, ..., 0, xX), con x > 0, € una N-posizione. Nel caso di due
mucchietti non vuoti, ovvero (0, ..., 0, X, y) con X, y # 0, S puo
facilmente verificare che deve valere x = y. Se i mucchietti non vuoti
sono almeno tre, invece, lasituazione si fa piu complicata.

E' ben noto che ogni numero intero non negativo X ha un’unica
rappresentazione binaria del tipo

X=X+ 2™+ Xy - 2™ L X 2N X 0 20 = (X X -+ Xa X0)2 (5)
per qualche m, dove ogni x [1{0, 1}.

Definizione. La somma-Nim “0” di due interi non negativi X, y € la
loro addizione senza riporto in rappresentazione binaria. Dunque,
fissati X = (Xm ... Xo)2 €d Y = (Ym-.. Yo)2, lasomma-Nim il numero

Z2=(Zn... Z0)2= (Xm--- X0)2 0 (Ym ... Yo)2 cOsi calcolato:

Z« =X+ Yk (mod 2) perk=0,1,...,m (6)

Sei due numeri X = (Xn ... Xo)2 €d 'y = (¥: ... Yo)2 hanno rappresentazioni
binarie di lunghezza diversa allorala somma-Nim s effettua termine a
termine assegnando valore nullo ai termini mancanti. o0 1
L’ operazione che s effettua su ciascuno degli m termini 010 1
binari & equivalente al’operazione di Or Esclusivo
(XOR), anche nota come addizione in GF(2), |11 0
caratterizzata dalla tabella a fianco.

Si provano facilmente, infine, alcune proprieta della somma-Nim:
€ associativa, commutativa, ha elemento neutro, ogni numero hail suo
inverso (il numero stesso), per cui vale lalegge di cancellazione:
xOy=x0Oy implicay=y'.

Teorema 1. (di Bouton) Una posizione (ay, ay, ..., a,) nel gioco del
Nim classico € una P-posizione se e solo se la somma-Nim del suoi



componenti enulla, cioea; D a, 0 ... O ap=0.

Dim. Denotiamo con A I'insieme delle posizioni aventi somma-Nim
nulla e con B I'insieme complementare delle posizioni con somma-
Nim positiva. Vogliamo provare che A e B coincidono con gli insiemi
P, N definiti in (4) ovvero soddisfano alerelazioni (1), (2), (3).
Proviamo (1). L’unica posizione terminale nel Nim é (0, 0, ..., 0) ed
compresain A in quanto la sua somma-Nim € banalmente nulla.
Proviamo (2). Eseguendo la sommaNim di una posizione in B
mediante un’ addizione a colonna delle n rappresentazioni binarie, si
ottiene una somma-Nim non nulla (s, ... S)2, dove s, = 1. Guardiamo,
alora, ala colonna che produce I'“1” piu significativo nella somma-
Nim, ovvero la colonna h. Ora scegliamo uno qualsias degli n numeri
binari che hanno un “1” in quella colonna, diciamo & = (aim ... &), €
modifichiamo tale “1” in “0”, in modo da produrre sulla colonna una
somma nulla. Infine modifichiamo lo stesso numero binario in
corrispondenza di quelle colonne che hanno un numero dispari di “1”
(o, analogamente, degli “1” nellasomma-Nim) nel seguente modo:

' J.
= 7
% gl—a,-j ses =1 0

Questa modifica sul mucchietto A; € possibile in quanto la sua nuova
cardinalita € inferiore (la prima modifica € avvenuta trasformando un
“1” in “0”), inoltre la posizione ottenuta a seguito di questa mossa,
ovvero (ay, ..., &, ..., @), hasomma-Nim nullae dunque éin A.

Proviamo (3). Se (ay, ..., a,) ha somma-Nim nulla, ed a € modificato
nellamossain & , alloranon puo valere
al...0a0...0a=0=q0..0a0...0a,

in quanto, per la legge di cancellazione, sarebbe a = &/ . Allora la
somma-Nim della posizione ottenuta deve essere non nulla, percio
(a,...,& ,..., a)) €in B. E' dunque provato che A é I'insieme delle
posizioni di tipo P mentre B e I'insieme delle N-posizioni.



Osservazione. La strategia vincente del Nim classico consiste, in
definitiva, nel muovere verso una posizione a somma-Nim nulla. Da
Ci0 s deduce che: se la posizione iniziale del gioco ha somma-Nim
nulla allora esiste una strategia vincente per il secondo giocatore che
deve muovere; se, invece, la posizione ha sommaNim non nulla,
allora esiste una strategia vincente per il primo giocatore che muove.

Osservazione. Negli anni "60 il gioco del Nim divenne di gran moda
dopo essere entrato nelle sale cinematografiche.” In quella variante il
gioco aveva una posizione iniziale formata da 4 mucchietti con 1, 3, 5
e 7 fiammiferi. La strategia risolutiva, in quel caso, esisteva per il
secondo giocatore: la somma-Nim, infatti, &€ inizialmente nulla

? 1 . 10
tee 3 . 110
IRAAR 5 . 101 O
IRARRRA] 7 o 111 =

000 - sommaNim=0

Osservazione. In un gioco rapido risulta estremamente difficile
ragionare sul calcolo, ed alora € utile escogitare qualche rimedio. Una
prima possibilita consiste nel memorizzare le posizioni vincenti di tipo
P. Nella variante di Marienbad, ad esempio, il lettore puo verificare
che sono esattamente |e seguenti, ameno di eventuali permutazioni:

(0,0omm), m>0 (0,1,4,5) (0,2,4,6) (1,2,4,7) (1,3,4,6)
(1,1,mm), m>0 (0,1,2,3) (0,3,5,6) (1,2,5,6) (1,3,5,7)

La seconda possibilita consiste nel facilitare il calcolo di conversioni
ed operazioni binarie utilizzando la mano sinistra, sullasciadi quanto
proposto in [5], purché non vi siano piu di 31 fiammiferi per ogni
mucchietto. Supponiamo, ad esempio, che i mucchietti abbiano 5, 12,
17 e 30 fiammiferi: il pollice registrera le unita di 2* = 16, I'indice le
unitadi 2° = 8, e cosi viafino ad mignolo con le unitadi 2° = 1. Allora:
- chiudiamo la mano sinistra a pugno e distendiamo medio e mignolo

44| *anno scorso aMarienbad”, film del 1961 di A. Resnais



arappresentareil 5= 22 + 2

- facciamo la somma-Nim con 12 = 2° + 2? distendendo I'indice e
ripiegando il medio;

- facciamo la somma-Nim con 17 = 2* + 2° (distendendo il pollice e
ripiegando il mignolo) e poi con il 30 = 2* + 2% + 22 + 2! (ripiegando
pollice ed indice e distendendo medio ed anulare) in modo da avere
medio ed anulare distes a rappresentare la sommaNim 110 (che
memorizziamo), ovvero unaposizione di tipo N;

- effettuiamo la mossa prendendo uno dei mucchietti aventi |” unita di
22 (in quanto I’unita piu ata presente nella somma-Nim & 27), ad
esempio 12, e lo rappresentiamo sulla mano distendendo indice e
medio; quindi facciamo la somma-Nim con 110 ripiegando il medio e
distendendo I" anulare ottenendo 1010: cio vuol dire che il mucchio da
12 deve essere portato a (1010), = 2° + 2! = 10 fiammiferi.

3. 1l Nim inverso o “a dispetto”

Nel gioco inverso sono sempre date n quantita a, ay, ..., a, dacui, ad
ogni mossa, il giocatore di turno deve rimuovere un certo numero di
fiammiferi, ma il giocatore che rimuove I'ultimo fiammifero e
perdente. | giochi di questo tipo sono anche detti “a dispetto” poichée
una strategia, per essere vincente, deve obbligare il giocatore
avversario ad effettuare I’ ultima mossa.

Ad una prima andlisi si evince che la posizione terminae (O, ..., 0) &
una N-posizione, cosi una posizione del tipo (0, ..., 0, X) édi tipo P se
x=1,ditipoN sex> 1. Selaposizione é ddl tipo (0, ..., 0, X, y), cioé
I mucchietti non nulli sono due, alloraedi tipo Psex =y # 1 mentree
una N-posizione se x =y = 1 oppure X # y. La Situazione si complica
ulteriormente al crescere dei mucchietti non nulli.

Teorema 2. Unaposizione (ay, ay, ..., &, nel gioco del Niminverso e

una P-posizione se e solo se:

a sea {0, 1}, per ogni i =1, ..., n, dlora la sommaNim dei
componenti e non nulla, cioea; O ... 0 an 2 0;

b) seesistonoi #j, peri,j=1, ..., n, tai chea > 1, g > 1, dlorala



somma-Nim dei componenti € nulla, ovveroa; O ... [ a, =0.

Dim. Sia A I'insieme delle posizioni che soddisfano alle condizioni a)
e b) e sia B I'inseme complementare. Vogliamo provare che A e B
soddisfano alle condizioni (1'), (2'), (3).

Lavaliditadi (1') e banale: laposizione terminae (O, ..., 0) €in B.
Proviamo (2'). Prendiamo una posizione in A che soddisfi ala
condizione a). Allora una qualunque mossa consiste nell’eliminare
uno dei mucchietti, ovvero prendere un & = 1 e modificarloin & =0

ottenendoa; O ... Oa O ... 0 a, = 0, ovvero unaposizionein B. Se,

invece, la posizione in A soddisfa ala condizione b) alora una
gualungue mossa (ved. teorema 1) porta ad una posizione con somma-
Nim non nulla e con ameno un componente maggiore di 1 (nella
mossa s pud modificare un solo componente), e dunque ancorain B.
Per provare (3') dobbiamo valutare e N-posizioni caso per caso:

- se ogni componente é uguale a0 o 1, ovvero {ay, ay,..., a,} ={0, 1},
e la somma-Nim complessiva € nulla, allora ogni mossa porta ad una
posizione che soddisfa alla condizione a);

- se esiste un solo componente maggiore di 1, diciamo a > 1,
definiamo I'insemeU ={j|a =1, =1, ..., n}; dlora, dettau = |U|,
modifichiamo I'i-esimo componente ponendo a = 1 se u € pari,
oppure & =0 seu édispari. In ogni caso si ottiene una posizionein A
che soddisfa alla condizione @) in quanto ogni mucchietto €, al
massimo, un singleton ed il numero di mucchietti non nulli e dispari;

- se esistono almeno due componenti maggiori di 1 mala somma-Nim
e non nulla, esiste una mossa (ved. teorema 1) che porta ad una
posizione a somma-Nim nulla, ma tale mossa lascia anche (almeno)
due componenti maggiori di 1 (se cosi non fosse, la somma-Nim non
potrebbe essere nulla). La nuova posizione, pertanto, sara in A in
quanto soddisfacente alla condizione b).

Per quanto visto, dunque, A € I'insieme delle P-posizioni mentre B é
I"insieme delle N-posizioni.

Osservazione. Fermo restando che la presenza sul tavolo da gioco di
una N-posizione (risp. P-posizione) determina I’esistenza di una



strategia vincente per il primo giocatore (risp. secondo giocatore), nel
gioco del Nim inverso la strategia vincente € un po’ piu complessa.
L’algoritmo da seguire, muovendo a partire da una N-posizione, puo
essere cosi sintetizzato:

- se esistono almeno due mucchietti con pit di un fiammifero bisogna
muovere, semplicemente, ad una posizione con somma-Nim nulla;

- se esiste un solo mucchietto con piu di un fiammifero bisogna
modificare questo mucchietto eliminandolo del tutto o lasciandovi un
solo fiammifero, in modo che rimangano un numero dispari di
mucchietti;

- se ogni mucchietto ha a piu un fiammifero, I’ applicazione della
strategia avviene automati camente.

Osservazione. Anche nel Nim inverso I’ordine dei mucchietti non
influenza |’ applicazione della strategia vincente per via delle proprieta
associativa e commutativa della somma-Nim.

4. Alcunevarianti

Le varianti del Nim proposte nel tempo da studiosi ed appassionati
sono numerose. Quelle che riportiamo in questo paragrafo ci
sembrano interessanti o per via della semplificazione, come nel caso
del “Plainim”, o per lafacile trasposizione didattica, come nel caso del
“Nimble” eddl “Nim ascala’.

[l “Plainim”. Supponiamo di avere una scacchieram x n su cui Sono

posizionate delle monete, con a piu una moneta per o olo
guadrato (come in figura). | giocatori, ad ogni turno,

giocano secondo le seguenti regole: o o
1) S possono aggiungere/rimuovere monete su una QO[O | O
solariga; o) o)

1) s possono aggiungere fiammiferi solo ala destra

di una moneta gia rimossa nella stessa mossa. o0 O

Lo scopo del gioco e di rimuovere tutte le monete dalla scacchiera
secondo unadelle regole di gioco usuali (normale o inverso).



I Plainim e la variante piu semplice del Nim ma é oltremodo
interessante perché elude il problema della conversione dei numeri nel
sistema binario. Infatti, per come sono definite le regole i) e ii),
possiamo interpretare ogni riga come la rappresentazione binaria di un
mucchietto: i quadrati che contengono una moneta corrispondono ad
1, quelli vuoti a 0. Il gioco in figura, ad esempio, equivale a gioco
Nim con 5 mucchietti di quantitabinarie 1011, 101, 1111, 1010, 1101.
Come ¢ facile intuire, la somma-Nim risulta molto semplificata per
via della visualizzazione “mascherata’ dei numeri binari: cio facilita
notevolmente |” applicazione della strategia vincente.

[l “Nimble”. Supponiamo di avere una serie di quadrati ordinati in una
sequenza, diciamo una striscia, su cui sono posizionate delle monete. |
giocatori, ad ogni turno, devo-no prendere (esattamente) una moneta e

collocarla su un altro quadrato e .
che precede quello su cui la e 74 ra a7
moneta s trovava, cosi, se <

I’ordine va da sinistra a destra, bisogna collocare |la moneta in un
quadrato piu a sinistra (vedi figura). Lo scopo del gioco consiste nel
trasportare tutte le monete nel primo quadrato della sequenza: vince il
giocatore che trasporta I’ ultima moneta (nella convenzione inversa, il
giocatore che trasporta |’ ultima moneta & perdente).

Si prova subito cheil Nimble e semplicemente un Nim “mascherato”.
Numeriamo i quadrati della sequenza con O, 1, 2, ..., e cosi Vig;
quindi, se n € il numero delle monete, indichiamo con ay, a, ..., ay il
quadrato occupato da ciascuna moneta. E' ora chiaro che portare una
moneta nel primo quadrato (indicizzato con 0) equivale a ridurre la
quantitadi elementi presenti in un mucchietto Nim.

Dunque anche nel gioco del Nimble esiste una strategia vincente
basata sul calcolo binario, del tutto analoga a quella del Nim: una
posizione e di tipo P se la somma-Nim degli indici a3, a, ..., a, €
nulla, viceversa e di tipo N.

Il “Nim a scala” (o Staircase Nim). Supponiamo di avere una scala di
n gradini con acune monete poste su acuni gradini. Una mossa
consiste nello spostare un certo numero di monete (a scelta) da un



gradino a gradino immediatamente sottostante, con la regola che le
monete che arrivano a terra sono eliminate dal gioco. Il gioco termina
quando tutte le monete raggiungono
il suolo: nel gioco classico vince chi
trasporta |’ ultima moneta.

Formalizziamo il gioco indicando
con (ay, ..., &, la posizione avente
a monete sul gradinoi, coni =1,...,
n (il suolo corrisponde al’indice zero). Una mossa consiste, dunque,
nel muovere un numero a di monete, 1 < a < @, da gradino i a
gradino i—-1 lasciando laposizione (..., a1 ta, & —4a, ...) sei >1,0la
posizione (a; —a, ay, ag, ...) el casoi = 1. Valeil seguente:

Teorema 3. Unaposizione (as, ay, ..., a,) nel “Nim ascala’ classico e
una P-posizione se la posizione ottenuta prendendo i gradini di indice
dispari (a, a, as, ..., &), dovek=nsenedispariek=n+1sene
pari, costituisce una P-posizione nel Nim classico.

Dim. Denotiamo con A I'insieme delle posizioni (ay, &y, ..., a,) aventi
sommaNim nulla sui gradini di indice dispari, con B I'insieme
complementare. Verifichiamo lavaliditadi (1), (2) e (3).

La validita di (1) e banae: la posizione terminale (O, ..., 0) ha, in
particolare, valori nulli per i gradini di indice dispari, dunque einA.
Proviamo la validita di (2). Se (ai, ay, ..., a;) ha sommaNim non
nulla sui gradini di indice dispari, cioéa; 0 ag 0 ... 0 ax # 0, S puo
individuare, analogamente al Nim classico, quale componente é da
modificare, diciamo ay.1, € qual é il quantitativo da rimuovere,
diciamo a, per ottenere sommaNim nulla Quindi, spostando a
monete dal gradino 2j+1 al gradino 2j, si ottiene somma-Nim nulla sui
gradini d’indice dispari, ovvero unaposizionein A.

Proviamo lavaliditadi (3). Se (a1, az, ..., a,) hasomma-Nim nulla sui
gradini d'indice dispari allora, muovendo acune monete da un
gradino all’altro, viene comunque modificato il numero di monete su
uno dei gradini d’indice dispari. Percio, per quanto provato nel Nim
classico, lasommaNima; O ag O ... [ ax hon é piu nulla.
Concludendo: A él’insieme delle P-posizioni del Nim a scala.



5. 11 Nimy di Moore

Una generalizzazione del Nim, con unateoriadi analoga eleganza, eil
“Nimy”, proposto da E.H. Moore [2].

Il gioco si compone di n mucchietti di fiammiferi, le cui quantita sono
espresse dai numeri a;, a, ..., a, . Il gioco procede come nel Nim, ad
eccezione del fatto che, ad ogni mossa, un giocatore pud rimuovere
guanti fiammiferi vuole, eliminandone aimeno uno, fino a coinvolgere
k mucchietti, con k fissato. Per k = 1, ovviamente, il Nimy s riduce
al’ ordinario Nim, per cui Nim; = Nim.

Teorema 4. (di Moore) Una posizione (a;, ay, ..., a,) ne “Nim,” &
una P-posizione se e solo se addizionando senza riporto in base k + 1
le rappresentazioni binariedi ay, ay, ..., ay, il risultato € nullo.

Osservazione. Siano a; = (aio, i1, iz, ---, &, -..)2, peri=1,2, ..., n; nel
Nimy le P-posizioni sono dunque caratterizzate dalla condizione:

Zaij (mod k+1) =0, perj=0,1,23, ... (8)

che é una generalizzazione della somma-Nim.

Osservazione. Pur senza addentrarci nella verifica completa del
teorema 4, vogliamo dare un metodo per muovere da una posizione di
tipo N ad una P-posizione (poiché la prova del teorema consiste nel
verificare che per le posizioni soddisfacenti (8) valgono anche le
proprieta (1), (2) e (3), questa costruzione proverebbe, indirettamente,
la validita della proprieta (2); la prova di (1) e (3) sarebbe a questo
punto banale).

n
Sia data la posizione (ay, ..., a,) € supponiamo Zaﬂ- (mod k+1) =5
=1

con 5 # O, per qualche j. Individuiamo, innanzitutto, i mucchietti da
modificare. Cio puo avvenire con il seguente agoritmo:



S=mex{s|§#0;j=0,1, ...}, J=max{j|§#0}
A=0,r=J+1
* (ciclo) finché|A|<kedr >0
r=r-1,B={i|la=21i=1,...,n;i OA}
» se|Al+|B|<k aloraA -« AOB
altrimenti
s=k-|Al
prendo B [1 Btaleche |Bd =s
A~ Al Bg

Selezionati i mucchietti, in numero compreso fra S e k, € ora
sufficiente modificare i rispettivi numeri binari, in modo che le
somme sulle colonne soddisfino la (8), con le seguenti regole:

- possiamo modificare qualsiasi 1in 0;

- possiamo modificare gli 0in 1 solo adestradi un 1 giamodificato in
0 nella stessa mossa.
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