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<<Ripudiavamo fermamente
I'idea
che la conoscenza
utile
fosse preferibile
alla conoscenza
inutile>>

John Maynard KEYNES
(1883-1946) John M. KEYNES nel 1933




In origine,
calcolo combinatorio e probabilita discreta
erano quasi sinonimi:
la teoria (matematica) delle probabilita
e in effetti nata come calcolo combinatorio,
occupandosi soprattutto di questioni combinatorie

relative ai giochi d’azzardo,
0 a problemi di questo tipo:



In una scatola vi sono sette palline,
tre bianche e quattro nere.
Estraendo (a caso) quattro palline dalla scatola,
qual e la probabilita di ottenere esattamente
due palline bianche e due palline nere?



Per esempio,
uno dei primi manuali inglesi
sulla combinatoria,
un classico usato per molti anni,
e stato il seguente.



Choice and Chance
Prima edizione 1867
Quinta edizione 1901

William Allen WHITWHORTH
(1840-1905)

Matematico inglese e sacerdote della Chiesa
d’Inghilterra
Direttore fondatore di
Messenger of Mathematics
E’ sua la notazione «E[X]»
per il valore atteso di una variabile casuale X










choice
scelta
alternativa
preferenza

chance
caso
probabilita
avvenimento fortuito
sorte fortuna
azzardo
rischio
occasione
opportunita possibilita

to chance

arrischiare
rischiare
accadere
capitare



by (mere or sheer) chance
per (puro) caso

by a lucky chance on the off chance
per un caso fortunato nell’eventualita
game of chance to take a chance

gioco d’azzardo correre un rischio



the main chance
la grande occasione

I’ve missed a chance it is your last chance
ho perso un’occasione e I'ultima tua occasione

to have an even chance
avere uguali possibilita di
riuscire o di fallire

to stand a good chance the chances are ...
avere buone probabilita le probabilita sono ...



I’'ve missed a chance
ho perso un’occasione

I’ll chance it to chance the consequences

correro il rischio rischiare le conseguenze

I chanced to meet him
mi capito di incontrarlo



Dunque almeno inizialmente,
calcolo combinatorio e probabilita discreta
erano quasi sinonimi
0 comunque strettamente intrecciati.



D’altra parte, alcuni autori
— per esempio

L.E. MAISTROV (Probability Theory — A Historical Sketch),

|. HACKING (L’emergenza della probabilita) —
sostengono che la nascita della teoria delle probabilita

e dovuta all’interesse per altre questioni meno futili:

relative al’economia, alle assicurazioni, alla attendibilita

delle opinioni in ambito teologico o giuridico.



E dal punto di vista didattico
certamente e preferibile
considerare problematiche fondate
sull’analisi di dati statistici reali,
in ambito sia deterministico
(fisico, chimico, biologico,...)
che non deterministico

(biologico, medico, demografico, economico, sociale, ...

piuttosto che trattare solo questioni
di dadi e giochi d’azzardo.



Per cui, dal punto di vista didattico, e preferibile
che lo studio del calcolo delle probabilita
sia preceduto dallo studio della statistica
e, naturalmente,
preceda lo studio dell’inferenza statistica.

[Cfr. C. ROSSI, La matematica dell’incertezza — Didattica
della probabilita e della statistica, Zanichelli, 1999]



Ma e indubbio che i primi sviluppi
di una teoria matematica si sono avuti studiando

problemi relativi a giochi d’azzardo.

D’altra parte questi giochi hanno regole
abbastanza chiare e semplici
che spesso permettono
la costruzione quasi immediata
di semplici e adeguati modelli matematici.
| quali, una volta realizzati,

possono essere poi usati per affrontare
anche problemi di natura molto diversa.



A partire da una nascita comune,
nel corso di quattro secoli,
calcolo combinatorio e calcolo delle probabilita

si sono poi sviluppati
secondo storie e modalita indipendenti.



Naturalmente,
almeno gli elementi del calcolo combinatorio
sono tuttora al servizio di varie questioni
di probabilita discreta.



Ora, pero, vorrei mostrare un esempio
in cui puo accadere il contrario:
gli elementi di probabilita discreta
al servizio
di una questione di calcolo combinatorio.



Supponiamo di scegliere a caso
una permutazione m di
n={12,..,n}

(di grado o lunghezza n).
Quanti punti fissi avra 1T?



ESEMPIO



S3 — Sym§ —

={(129)- (52 (G13) (G30) - G1y) - (320)



Sg — Symg =

= {(123)(132) G1z)- (31) GGz) - (321} -

={123,132,213,231,312,321}



S, = Sym3 =

= {(123)(132) G1z)- (31) GGz) - (321} -

= {123,132,213,231,312,321} =
= 1(1),(23),(12), (123), (132), (13)}



S, = Sym3 =

= {(123)(132) G1z)- (31) GGz) - (321} -

= {123,132,213,231,312,321} =
= 1(1),(23),(12), (123),(132), (13)} =
= 1(1),(12), (13), (23), (123), (132)}



S, = Sym3 =

((29)-(55) (213)-G31) (312)- Gy}

= {123,132,213,231,312,321} =
= 1(1),(23),(12), (123),(132), (13)} =
= 1(1),(12), (13), (23), (123), (132)}

#punti fissi: 1 X3 + 3%X2 + 2X0



S3 =1(1), (12), (13), (23), (123), (132)}
#punti fissi: 1X3+3X1+2X0

() 1

(o0) 3
SB (e00) 2
6




=1{(1),(12), (13), (23), (123), (132)}
#punti fissi: 1X3+3X1+2X0

#punﬂ
f|$$| dit

S5 (n)

(eoe)

AN W
o



=1{(1),(12), (13), (23), (123), (132)}
#punti fissi: 1X3+3X1+2X0

#punﬂ
f|$$| dit

S, (n)
(eoe)

AN W
o
O O W W



S3 =1(1), (12), (13), (23), (123), (132)}
#punti fissi: 1X3+3X1+2X0

f
#punti
fissidit

(o) 1 3 3

SB (e@) 3 1 3
(e00) 2 0 0

u=1 6 6



S3 =1(1), (12), (13), (23), (123), (132)}
#punti fissi: 1X3+3X1+2X0

f
S
#punti _
2

(o) 1 3 3
SB (ee) 3 1 3 0
(eoe) 2 0 0 1

u=1 6 6



=1{(1),(12), (13), (23), (123), (132)}
#punti fissi: 1X3+3X1+2X0

f
#punti
fissidit

1 3 3
SB (oo) 3 1 3 0 0
(eoe) 2 0 0 1 1

u=1 6 6



=1{(1),(12), (13), (23), (123), (132)}
#punti fissi: 1X3+3X1+2X0

f
#punti
fissidit

1 3 3 4

§3 (oo) 3 1 3 0 0 0
(eoe) 2 0 0 1 1 2

u=1 6 6 6



=1{(1),(12), (13), (23), (123), (132)}
#punti fissi: 1X3+3X1+2X0

f
#punti
fissidit

1 3 3 4
S (..) 3 1 3 0 0 0
(000) 2 0 0 1 1 2

p=1 6 6

v=1



Ma in generale?



S, = SymA = Sym{1,2,3, ...,n} =

{123 n—-2)(n-— 1)n 123.. (n 2)n(n—1), .. }
Lnn—1)(n— 2) 321

|S,,| =n!

10! = 3628800 = 3,6x10°

13! = 6227020800 = 6,2x10°



20! = 2432902 008176 640 000 = 2,4x1018

100! = 9 332 621
544 394 415 268 169 923 885 626 670 049
071 596 826 438 162 146 859 296 389 521
759 999 322 991 560 894 146 397 615 651
828 623 697 920 827 223 758 251 185 210
916 864 000 000 000 000 000 000 000 000

= 9,3x10"%° » 10197



Formula di STIRLING

v (2



Se si vuole evitare un calcolo diretto
(come nel cason = 3),
S pOSSONO usare
linguaggio e primissimi elementi
del calcolo della probabilita (discreta).



spazio di probabilita uniforme  (Q,p)

0=, p:Q—[0,1] (VnEQ)([p)(n)zi—')



spazio di probabilita uniforme  (Q,p)

0=, p:Q—[0,1] (VnEQ)([p)(n)zi—')

variabile casuale F:Q0 > R

F(m) = |Fix(m)| Fix(m) ={ien|i™ =i}



spazio di probabilita uniforme  (Q,p)

0=, p:Q—[0,1] (VnEQ)([p)(n)zi—')

variabile casuale F:Q0 > R

F(m) = |Fix(m)| Fix(m) ={ien|i™ =i}

E[F] =7



1,sei™ =i

Vi €En FLQ—>{O,1} Fl(ﬂ):{o sei™ =+ i



1,sei™ =i

Vi €En FLQ—>{O,1} Fl(ﬂ):{o sei™ =+ i

(F; assume il valore 1 in (n — 1)! permutazioni)



1,sei™ =i

Vi €En FLQ—>{O,1} Fl(ﬂ):{o sei™ =+ i

(F; assume il valore 1 in (n — 1)! permutazioni)

(n—1)! 1

n! n

o II-;:[Fi] — %Zneﬂ Fi(ﬂ) —



Vi € () F(r) =F,(m) + F,(m) + .- + E, ()

... F:F1+F2++Fn



Vi € () F(r) =F,(m) + F,(m) + .- + E, ()
... F:F1+F2++Fn

Ma [E e un operatore lineare.

1
s E[F] = ?=1E[Fi] — ?=1n—=












EF] < B (Z FL_)Z' )

= B[S, 2oy Fif] = Ziy B)es B[R]



2-

E[F?] = E (Zn: Fl-) =

=1

= E[Si, X1y FiFj] = Zis, X7, E[FiF] =

— Z?=1 E[Fiz] +2 lei<jsn E[FiFj]



E[F?] =

= ?:1 IE[FL-Z] +2 215i<j5n E[FiFj]



T
Fi(n)z{l’sel =1 —

0,sei™ #1i

=1 IE[Fiz] = Y1 E[F;]



1,sei"=iej" =]
0,sei™ #ioj" #]j

(FiF;)(m) = Fi(m)F;(n) = {



1,sei"=iej" =]
0,sei™ #ioj" #]j

(FiF;)(m) = Fi(m)F;(n) = {

(F; F; assume il valore 1 in (n — 2)! permutazioni)



1,sei™=iej" =]
(FiF;)(m) = Fi(m)F;(m) = {0 sei®™ #i0j" #j

(F; F; assume il valore 1 in (n — 2)! permutazioni)

(n-2)! 1

]E[FiFj] — ,%ZnEQ(FiFj)(ﬂ) =

n! n(n—1)



1,sei"=iej" =]
(FiF;) () = Fi(m)F; () = {0 e i% 1o %]

(F; F; assume il valore 1 in (n — 2)! permutazioni)

(n-2)! 1

]E[FiFj] — ,%ZnEQ(FiFj)(ﬂ) =

n! n(n—1)

1 n 1 1
. leiqsn IE[FiFj] = Z1si<j£n nn-1) (2) nn-1) 2






— ? —
Y LE|FA| + F
1D
[iz] [FZ]
2
lei
<
j<
_n[E[
F
[
j]

= 1
+ 2

1
5= 2



In conclusione:
E[F] =1 = V]|F]



In conclusione:
E[F] =1 = V]|F]

Una permutazione ha in media 1 + 1 punti fissi.



Verifichiamo la cosa per i primi valori di n.



= {1 =1}
#punti fissi: 1

1
0 1 1 °



S, =112,21} = (1), (12)}

#punti fissi: 2+0
#punti (#t)xf w
fissi di t f—H
(0) 1 2 2 1 1 1
S 2 (e0) 1 0 0 1 1 1

ﬁ:% 2 2 2




= {123,132,213,231,312,321} =

~{(1), (23), (12), (123), (132), (13)} =

=1{(1), (12), (13),(23), (123), (132)}
#punti fissi: 3+3X1+2X0

1 3 -
§3 (oo) 3 3 Y
(e0e) 2 0 0 1 1 2
/,t=1 6 6 6

v=1



1234,1243,1324,1342,1423,1432,

S — 2134,2143,2314,2341,2413,2431,( _
*7)3124,3142,3214,3241,3412,3421, ( —

4123,4132,4213,4231,4312,4321

(1), (34), (23), (234), (243), (24),
_)(12),(12)(34), (123), (1234), (1243), (124),
~ ) (132), (1342), (13), (134), (13)(24), (1324),

(1432), (142), (143), (14), (1423), (14)(23)

4,2,2,1,1,2,2,0,1,0,0,1,1,0,2,1,0,0,0,1,1,2,0,0



( (1), \
(12),(13), (14), (23), (24), (34),
(12)(34), (13)(24), (14)(23),
(123), (124), (132), (134), (142), (143), (234), (243),
L (1234),(1243), (1324), (1342), (1423), (1432)

#punti fissi: 4 +6%X2 4+ 81 4+ 9X%0



f

H#punti
fissidit
(o) 1 4 4 3 9 9
(eo) 6 2 12 1 1 6
554f (eo0) 8 1 8 0 0 0
(oo )(o0) 3 0 0 1 1 3
(e000) 6 0 0 1 1 6

o 1 24 24 24



SS:

(12345,12354,12435,12453,12534,12543,13245,13254,13425,13452,13524,13542,,
14235,14253,14325,14352,14523,14532,15234,15243,15324,15342,15423,15432,
21345,21354,21435,21453,21534,21543,23145,23154,23415,23451,23514,23541,
24135,24153,24315,24351,24513,24531,25134,25143,25314,25341,25413,25431,
J 31245,31254,31425,31452,31524,31542,32145,32154,32415,32451,32514,32541, k
34125,34152,34215,34251,34512,34521,35124,35142,35214,35241,35412,35421,
41235,41253,41325,41352,41523,41532,42135,42153,42315,42351,42513,42531,
43125,43152,43215,43251,43512,43521,45123,45132,45213,45231,45312,45321,
51234,51243,51324,51342,51423,51432,52134,52143,52314,52341,52413,52431,
\53124,53142,53214,53241,53412,53421,54123,54132,54213,54231,54312,54321/




\

SS:

(1), (45), (34), (345), (354), (35), (23),(23)(45), (234), (2345), (2354), (235),

(243), (2453), (24), (245), (24)(35), (2435), (2543), (253), (254), (25), (2534), (25)(34),

(12), (12)(45), (12)(34), (12)(345), (12)(3543), (12)(35),
(123), (123)(45), (1234), (12345), (12354), (1235),
(1243), (12453), (124), (1245), (124)(35), (12435),
(12543), (1253), (1254), (125), (12534), (125)(34),
(132), (132)(45), (1342), (13452), (13542), (1352),

(13), (13)(45), (134), (1345), (1354), (135),

(13)(24), (13)(245), (1324), (13245), (13524), (135)(24),

(13)(254), (13)(25), (13254), (1325), (134)(25), (13425),
(1432), (14532), (142), (1452), (142)(35), (14352),

(143), (1453), (14), (145), (14)(35), (1435),

(1423), (14523), (14)(23), (145)(23), (14)(235), (14235),

(14253), (143)(25), (14)(253), (14325), (14)(25), (1425),

(15432), (1532), (1542), (152), (15342), (152)(34), (1543), (153), (154), (15), (1534), (15)(34),

(15423), (1523), (154)(23), (15)(23), (15234), (15)(234),
(153)(24), (15243), (15324), (15)(243), (1524), (15)(24)

J



SS:
( (D), )
(12),(13),(14), (15), (23), (24), (25), (34) , (35), (45),
(123), (124), (125), (132), (134), (135), (142), (143), (145), (152), (153), (154),
(234), (235), (243), (245), (253), (254), (345), (354),

(1234), (1235), (1243), (1245), (1253), (1254), (1324), (1325), (1342), (1345), (1352), (1354),
(1423),(1425),(1432),(1435),(1452),(1453),(1523),(1524),(1532),(1534), (1542), (1543),
(2345), (2354), (2435), (2453), (2534), (2543),

(12345), (12354), (12435), (12453), (12534), (12543), (13245), (13254), (13425), (13452),
(13524), (13542), (14235), (14253), (14325), (14352), (14523), (14532), (15234), (15243),
(15324), (15342), (15423), (15432),

(12)(34), (12)(35), (12)(45), (13)(24), (13)(25), (13)(45),

(14)(23), (14)(25), (14)(35), (15)(23), (15)(24), (15)(34),

(23)(45), (24)(35), (25)(34),

(12)(345), (12)(354), (13)(245), (13)(254), (14)(235), (14)(253),

(15)(234), (15)(243), (23)(145), (23)(154), (24)(135), (24)(153),

L (25)(134), (25)(143), (34)(125), (34)(152), (35)(124), (35)(142), (45)(123), (45)(132)




( (1),
(12),(13), (14), (15), (23), (24), (25), (34) , (35), (45),
(123), (124), (125), (132), (134), (135), (142), (143), (145), (152), (153), (154),
(234), (235), (243), (245), (253), (254), (345), (354),

(1234), (1235), (1243), (1245), (1253), (1254), (1324), (1325), (1342), (1345), (1352), (1354),
(1423), (1425), (1432), (1435), (1452), (1453), (1523), (1524), (1532), (1534), (1542), (1543),
(2345), (2354), (2435), (2453), (2534), (2543),

(12345), (12354), (12435), (12453), (12534), (12543), (13245), (13254), (13425), (13452),
(13524), (13542), (14235), (14253), (14325), (14352), (14523), (14532), (15234), (15243),
(15324), (15342), (15423), (15432),

(12)(34), (12)(35), (12)(45), (13)(24), (13)(25), (13)(45),

(14)(23), (14)(25), (14)(35), (15)(23), (15)(24), (15)(34),

(23)(45), (24)(35), (25)(34),

(12)(345), (12)(354), (13)(245), (13)(254), (14)(235), (14)(253),

(15)(234), (15)(243), (23)(145), (23)(154), (24)(135), (24)(153),

L (25)(134), (25)(143), (34)(125), (34)(152), (35)(124), (35)(142), (45)(123), (45)(132)

#punti fissi: 1 X5 4+10%x3 4+ 20%x2 + 30x1 4+ 24x0 + 15x1 4+ 20x0

'

J



f
fissidit
(o) 1 6

6 5 25 25
(o0) 15 4 60 3 9 135
(e0e) 40 3 120 2 4 160

(o0 )(00) 45 2 90 1 1 45
S 5 (e000) 90 2 180 1 1 90

(ecee0) 144 1 144 0 0 0

(oo )(e00) 120 1 120 0 0 0
(ee)(ee)(ee) 15 0 0 1 1 15
(eee) (e0e) 40 0 0 1 1 40
(e0)(0000) 90 0 0 1 1 90
(ecee0e) 120 0 0 1 1 120
H=1 720 720 720

v=1



Ma il numero delle permutazioni di grado n
con la stessa struttura ciclica
si puo calcolare senza farne prima l’elenco.



Formula di CAUCHY

Dati ¢4, ¢y, C3,..., ¢, € N taliche

ci+2c¢c, +3¢c3 +...+nc, =n,

n!

€10C23C3 ... nCn
ciley,leglc,11€12€23¢ .- nén

e il numero delle permutazioni di grado n
con ¢; punti fissi
e prodotto di ¢, 2-cicli, di ¢35 3-cicli, ..., di ¢,, n-cicli.



f
fissidit
(o) 1 6

6 5 25 25
(o0) 15 4 60 3 9 135
(e0e) 40 3 120 2 4 160

(o0 )(00) 45 2 90 1 1 45
S 6 (e000) 90 2 180 1 1 90

(ecee0) 144 1 144 0 0 0

(oo )(e00) 120 1 120 0 0 0
(ee)(ee)(ee) 15 0 0 1 1 15
(eee) (e0e) 40 0 0 1 1 40
(e0)(0000) 90 0 0 1 1 90
(ecee0e) 120 0 0 1 1 120
H=1 720 720 720

v=1



f

#punti

fissi di t IF =l
(o) 1 7 7 6 36 36
(ee) 21 5 105 4 16 336
(e0e) 70 4 280 3 9 630
(o0 )(0e) 105 3 315 2 4 420
(eoee) 210 3 630 2 4 840
(e0e0ee ) 504 2 1008 1 1 504
S (00 )(oee) 420 2 840 1 1 420
7 (oo )(oe )(0e) 105 1 105 0 0 0
(ee0e ) (00e) 280 1 280 0 0 0
(o0 )(00ee) 630 1 630 0 0 0
(e0o0eee ) 840 1 840 0 0 0
(o0 )(o0 )(00e) 210 0 0 1 1 210
(o0 ) (00000 ) 504 0 0 1 1 504
(e0ecsce) 720 0 0 1 1 720
I 420 0 0 1 1 420
w=1 5040 5040 5040

v=1



Dunque, in tuttiisettecasi (1 <n < 7),
il numero di tutti i punti fissi
di tutte le permutazioni di un certo grado
e uguale

al numero di tutte le permutazioni di quel grado.
Di conseguenza, in questi sette casi,

il valore medio (non probabilistico)

e sempre esattamente 1.



Cio vale in generale, per ognin, e
segue subito dal seguente famoso
risultato combinatorio.



Lemma di CAUCHY-FROBENIUS-BURNSIDE.

Sia G un gruppo finito operante su un insieme finito e
non vuoto X. Allora il numero t delle orbite dell’azione

di G su X e la media aritmetica dei numeri di punti fissi
degli elementi di G:

1 .
t = |G_|ZgEG|le(g)| -



Augustin Louis CAUCHY William BURNSIDE
[1789-1857] [1852-1927]

In altra forma il lemma e in
sostanza gia presente
in CAUCHY (1845)

e, piu esplicitamente,

in FROBENIUS (1887).
Ritrovato da BURNSIDE (1900)
e stato poi esteso e raffinato da

POLYA (1937).

Ferdinand Georg FROBENIUS George POLYA
[1849-1917] [1887-1985]




Dati un gruppo (moltiplicativo) G e un insieme non
vuoto X, un’azione (destra) di G su X e
un’applicazione

p:XXG— X,(x,9) — xg
tale che, per ognix € X e perogni g4, g, € G,

(1) x(g1 92) = (xg1) 9>
(2) x1 = x.



Se

p:XXG— X,(x,g) — xg
e un’azione del gruppo G sull’'insieme (non vuoto) X,
per ogni fissato g € G, I'applicazione

gﬁ X EX— xg€X

e una permutazione di X e

p:g €G— gPe Sym(X)
e un omomorfismo di gruppi (e quindi GP & un gruppo
di permutazioni di X: G?< Sym(X)).



Dim
: S :={(x
S(x,”) := O n
S(.’g){?:E{G | x9 = x} = ;Ctab )(C}
x € X|x9 :x}=I§ixx()g): L
c X

ZQEG“"Q) =5=) S

ZQEGS(-,Q)

2,5

D, JSCol=), 156



D, JSCol=) Ist)
D, JFE@l=) G

X="7



Orbg (x) = {x9] g € G}
Gxg1 = Gxg2 & glgz_l € Gy & x9192" = x & x91 = x92
Gyg € &/~;, = x9 € Orbg;(x)
|Orbg (x)| = |G: G|

1, X4, Xp,..., X € X ¢
{0Orb;(x,),07rb;(x,),...,0rb.(x,)} € Part(X)

X = z Orb (x;)
1<ist



> IFix(@)l =) 16| =
gEG XeX

= erzlsist Orbg(x;) | G

_ z z G, |
1<i<t XEOTrbg(x;)




-1
heEGy o (XN =x9 = xI =x o

S ghgteG, ohegic, g
So Gy = g_lGx g = (Gx)g

g
l

Vx € Orb;(x;),3g € G : x = x
g
Gx — Gx‘ig = (Gxi)

|G| = ‘(Gxi)g‘ = |Gy,



— Zx621<l<t OT'bG(xl)lG | —

Z R
1<is<t X€EO0Trbg(x;)

% 121l OTbg ()| Gy, | =

=2 Sl<t‘G GxiHGxi‘ —
= 21<i<tlGl =t ]G]



<<Di solito la gente crede
che la matematica sia
difficile,
perché non si rende conto
di quanto sia difficile la
vita>>

A

John von NEUMANN (1903-1957)



