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David Hilbert, Sull’infinito, 1925 

 La teoria di Cantor dei numeri transfiniti “mi appare come il fiore più bello 

dello spirito matematico e in generale una delle più alte prestazioni 

dell’attività puramente intellettuale dell’uomo”. 

 “Dal paradiso che Cantor ha creato per noi, nessuno deve poterci mai 

scacciare”. 

 

 



 
 

 “Omnia seu finita seu infinita definita sunt et excepto Deo ab intellectu 

determinari possunt”   

 Da confrontare col dettato di Aristotele e della Scolastica: “infinitum actu 

non datur”. 



 
 

La frase si trova nelle Grundlangen (i Fondamenti di una teoria generale delle 

molteplicità, 1883) di Georg Cantor (1845-1918): 

 il quinto, e il più ampio, bello e significativo, di una serie di 6 articoli Sulle 

molteplicità lineari infinite di punti 

 discute e spiega come e perché l’infinito possa diventare l’oggetto 

dell’analisi scientifica. 

 



 

Non l’unica via possibile verso l’infinito attuale. Qualche esempio di approcci 

alternativi: 

 

 i numeri iperreali, o anche solo iperinteri, dell’analisi non standard di 

Abraham Robinson, 

 

 

 



 

 i numeri surreali di Conway, 

 numerosità e grossoni, 

 etc. etc. 

 

Eppure la prima, rivoluzionaria e memorabile teoria dell’infinito. 

 

 



 
 

Tre possibili infiniti secondo Cantor: 

 l’infinito improprio, cioè potenziale,  

 l’Infinito trascendente e inaccessibile di Dio 

 ma anche l’infinito proprio, attuale, che la mente può accostare, determinare 

e quindi studiare. 

 

I numeri transfiniti sono “pensabili” e hanno pieno diritto di cittadinanza nel 

nostro intelletto, al pari dei numeri interi.  

 



 
 

 

Il tributo di Zermelo a Cantor, 1932 

“Nella storia della scienza è un caso veramente raro che un’intera disciplina di 

importanza fondamentale sia dovuta all’opera creativa di una sola persona. 

Questo caso si è verificato con la teoria degli insiemi creata da Georg Cantor.” 

 



 
 

Cantor, Grundlagen, la coscienza della novità della strada intrapresa: “un 

ampliamento del concetto di numero intero effettivo al di là dei limiti che esso 

ha avuto finora, ampliamento che va in una direzione mai tentata, per quanto ne 

so, da nessuno.” 

 

In effetti, prima di Cantor soltanto presagi: un esempio. 



 

 
 

 

Il paradosso di Galileo: tanti naturali quanti quadrati (G. Galilei, 1638,“Queste 

sono di quelle difficoltà che derivano dal discorrer che noi facciamo col nostro 

intelletto finito intorno all’infinito, dandogli di quegli attributi che noi diamo 

alle cose finite e terminate: il che penso che sia inconveniente”)  

 



Non solo gli entusiasmi di Hilbert… 

 

 
 

L’ostilità di Kronecker e di chi rifiuta lo studio matematico dell’infinito 

Convegno a Berlino, 1886: “Dio creò i numeri interi, tutto il resto è opera 

dell’uomo”. 

 

 



 
 

Le critiche di Frege e Poincaré  

Poincaré sul cantorismo, 1908: “Per conto mio io penso, e non sono il solo, che 

l’importante è di non introdurre mai che delle entità che si possano definire 

completamente con un numero finito di parole.” 

  

 



Passando al 2018… quale attualità ha il messaggio di Cantor nella scuola di 

oggi?  

 

 Fino a che punto servono diagrammi di Eulero-Venn ed esercizi su unioni, 

intersezioni, complementi? 

 I primi seri fondamenti della teoria degli insiemi sono difficili da presentare. 

E ancora 

 i ragazzi di oggi sembrano prediligere l’efficienza dei computer, e la loro 

capacità di immagazzinare e fornire quantità inimmaginabili di dati e 

informazioni, a speculazioni troppo teoriche… 

 

 
 



 
 

W. Shakespeare, Amleto: “Ci son più cose in cielo e in terra, Orazio, che non ne 

sogni la tua filosofia”. E ancor più nel cervello di un computer! 

 

O forse è vero il contrario? Cantor: “si possono eseguire conteggi altrettanto 

determinati su insiemi sia finiti che infiniti” anche dove un computer non 

arriva… 

 

 



 
 

H. M. Enzensberger, Gli elisir della scienza  

“Pare essere un’idea fissa della pedagogia che i bambini non siano capaci di 

pensiero astratto. Mentre si tratta di una convinzione infondata. E’ semmai 

giusto il contrario. Il concetto dell’infinitamente grande e dell’infinitamente 

piccolo è, per esempio, immediatamente accessibile a livello intuitivo per 

qualunque scolaro di nove o dieci anni.” 

 



Esperienze didattiche: S. Di Sieno, Mi sento sperduto… La matematica al 

confronto con l’infinito 

 

 
 

“E ‘l naufragar m’è dolce in questo mare.” 



 
 

Contare e confrontare… anzi confrontare per contare 

Cantor, Contributo alla teoria delle molteplicità, 1878:“Mi sia concesso, se due 

insiemi 𝑀 e 𝑁 possono essere associati l’uno all’altro in modo univoco e 

completo, elemento per elemento (cosa che se è possibile in una maniera lo è 

sempre anche in molte altre), di dire d’ora in poi che tali insiemi hanno uguale 

potenza, o anche che sono equivalenti.” 

 



 
 

Miriadi di esempi: hanno uguale cardinalità 

 

 ℕ e ℕ2  (la biiezione di Cantor, 1878) 

 ℝ. e ℝ2 (“je le vois, mais je ne le crois pas” , Cantor a Dedekind, 1877 e 

1878) 

 

o anche, per passare a casi talora più semplici, 



 
 

 ℕ e ℕ ∖ {0} (l’albergo di Hilbert), 

 ℕ e ℤ, pari e dispari, 

 ℕ e ℚ, 

 la retta reale e un suo qualsiasi intervallo anche minuscolo, 

 ℝ e ℂ.   

 

Tra l’altro, possibili applicazioni ai moderni calcolatori per numerare, 

codificare, …: davvero (pitagoricamente) “tutto è numero”? 

 



 
 

A proposito di reali e di Dedekind: da non dimenticare l’introduzione rigorosa 

dei numeri reali a partire da ℚ, 1872, 

 Cantor, attraverso le successioni di Cauchy, 

 appunto Dedekind, attraverso le sezioni. 

 

Si insegnano ancora i numeri reali? Eppure sono 

 una rivoluzione della storia del pensiero (Hardy e il teorema di Pitagora), 

 ispirati dalla natura (√2, il numero aureo, 𝜋, 𝑒, …) 

 



 

Ma torniamo all’infinito… già nel 1874, in Su una proprietà della classe di tutti 

i numeri reali algebrici, la prova dell’esistenza (a posteriori) di almeno due 

potenze (cardinalità) infinite distinte 

 

 quella numerabile di ℕ, ℤ, ℚ, … 

 la potenza del continuo di ℝ, ℂ, … 

 

 

 
 

 



Per la storia: la dimostrazione col metodo della diagonalizzazione è in un 

articolo del 1890-91 (che prova anche l’esistenza di un infinitudine di cardinalità 

infinite) e si riferisce alle successioni di 0 e 1 (m e w nella formulazione 

originaria di Cantor).  

 

 
 



 
 

La teoria dei cardinali e degli ordinali si sviluppa e affina ne 

 le già citate Grundlagen, 1883, 

 i Beiträge (Contributi alla fondazione della teoria dei numeri transfiniti), 

1895-97. 

  



 
 

Questi ultimi non sono certo argomenti da ragazzi… Eppure si possono forse  

 evocare ℵ0, 𝜔 e “i vasti numeri che un uomo immortale non 

raggiungerebbe nemmeno se consumasse la sua eternità contando” 

(Borges, La cifra, Nihon), 

 azzardare esempi suggestivi come 

ℵ0 + 1 = ℵ0 (l’albergo di Hilbert), 

𝜔 + 1 ≠ 1 + 𝜔  

(è differente aggiungere all’ordine dei numeri naturali un massimo anziché 

un minimo). 

 



 
 

E ancora: il senso della matematica (sempre dalle Grundlagen) 

 “[…] l’essenza della matematica […] sta proprio nella sua libertà.” 

 “[…] la matematica merita – e lo merita essa sola – il nome di libera, un 

attributo che, se stesse a me scegliere, io preferirei a quello ormai usuale di 

pura.” 

 

 



 
 

 

“Ma se la matematica ha il diritto di muoversi in piena libertà e senza alcun 

vincolo metafisico, non posso invece riconoscere lo stesso alla «matematica 

applicata»” che è invece priva del “soffio vivificante del libero pensiero 

matematico”. 

 

 



 

 
 

 

Lo scienziato come un uomo 

 entusiasmo e disperazione,  

 genio e follia. 

 



 

 
 

La crisi degli ultimi decenni di vita 

 l’affievolimento della creatività, 

 i dubbi e le angosce per la difficoltà dei problemi e delle antinomie da 

risolvere, 

 interessi filosofici e paraletterari, 

 le crisi nervose (l’usura delle ricerche svolte? una predisposizione naturale? 

le incomprensioni dei colleghi?)  

 



 

 
 

Eppure un’eredità scientifica emozionante  

 

Ancora Borges, Storia dell’eternità, La dottrina dei cicli: “Georg Cantor e la 

sua eroica teoria degli insiemi”  

 


